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Objetivos

1. Comprender el dlgebra y andlisis vectorial necesario para establecer un modelo ma-
temédtico correspondiente a un fenémeno fisico que se describa mediante un campo
escalar o vectorial.

2. Comprender el algebra vectorial en un espacio cartesiano tridimensional. Comprender
y aplicar la definicién de campos escalares y campos vectoriales en la descripcion de
distintos fenémenos fisicos.

3. Definir la interpretacion fisica de ciertos operadores diferenciales como lo son el gra-
diente, la divergencia, el rotacional y el Laplaciano .

4. Comprender los teoremas vinculados con los operadores diferenciales y el Teorema de
Helmholtz.

5. Interpretar los resultados obtenidos del trabajo tedrico por medio de herramientas
computacionales como MatLab®), Mathematica®, C++4@®), Fortran®) u otro software.
Comunicar en forma oral y escrita los resultados y conclusiones obtenidos de sus tareas
y sus experiencias con la computadora.
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Capitulo 1

Algebra Vectorial

1.1. Objetivos Especificos

1. Estudiar el algebra vectorial.

2. Estudiar rotaciones de un vector.

1.2. Escalares y vectores

Los escalares generalmente consisten de un ntmero que puede ser real o complejo. Un
vector en cambio representa una cantidad que tiene magnitud y direccién.
Sean a y b escalares tales que a,b € Zy A, By C vectores dados por

A = (A;A,A)=Ai+ A5+ ALk, (1.1)
B = (B,,By,B.)=Bi+ Byj+ B.k, (1.2)
C = (C;,Cy,C,)=Crt+Cyj+C.k, (1.3)
D (Dg,Dy,D;) =Dgi+ Dyj+ D,k (1.4)
donde
i = (1,0,0), (1.5)
j = (0,1,0), (1.6)
k = (0,0,1). (1.7)

Es importante recordar que las componentes del vector representan al punto en el que se
encuentra la flecha del vector suponiendo que su cola estd en el origen. La posicién de la
que sale el vector es irrelevante. Asi, dos vectores que tienen la misma direccién y magnitud
pero parten de puntos distintos son en realidad el mismo vector.

La magnitud de un vector se define como

|A| = A= /A2 + A2 + A2, (1.8)
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1.3. Vectores unitarios. Cosenos directores
Todo vector puede escribirse en términos de los cosenos directores como
A=A(icosa+ jcosf+ kcosy) (1.9)

donde a, By 7 son los angulos que forma el vector con los ejes z, y v z.
Calculando la magnitud del vector A vemos que

A= Ay/cos? a + cos? 3 + cos? (1.10)
por lo que
cos? o+ cos® 3+ cos? y = 1. (1.11)
1.4. Multiplicacion de un vector por un escalar
La multiplicacién de un vector A por un escalar a se define como
C =aA = (aA;,ad,,aA;) = aAzi+aAyj + aA k. (1.12)
Utilizando la ec. (1.9) vemos que
C =aA(icosa+jcosfB+kcosy)=C (icosa+ jcosf+ kcosvy) = (1.13)

el vector C tiene la misma direccién que el vector A pero tiene magnitud C = aA.

1.5. Suma de vectores
La suma de dos vectores A y B se define como

C = A+B=(A,+B;,A,+B,,A.+B,)
= (Ao+By)i+ (A, +By)j+ (A +B.)k. (1.14)
Geométricamente representa la diagonal del paralelogramo cuyos lados son los vectores como

los lados de dicho paralelogramo.
La suma tiene las siguientes propiedades

A+B=B+A, (1.15)
(A+B)+C=A+(B+C)=A+B+C (1.16)
a(A+ B)=aA+aB (1.17)

1.6. Producto interno. Producto punto
El producto interno de dos vectores A y B produce un escalar y estd definido como

A-B=A;B,+A,B,+ A.B,. (1.18)

{cosdir}
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En particular vemos que un vector por si mismo produce el cuadrado de su magnitud
A A=A =A% (1.19)
Se puede demostrar que también es igual a
A-B = ABcosf (1.20)

donde 6 es el dngulo entre los dos vectores.
Geométricamente el producto punto representa la proyeccién de un vector sobre el otro.
De la definicién del producto punto puede verse que

1-1=3-j=k-k=1 (1.21)
ya que son vectores unitarios y ademas
i-j=t-j=3-k=0 (1.22)

ya que son perpendiculares. Se dice entonces que son ortogonales (perpendiculares entre si
y de norma uno).
Es facil ver que
Ai1=4, A.j=A4, A k=A, (1.23)

Entonces cualquier vector puede escribirse como
A=(A-1)i+(A-j)j+(A-k)Ek. (1.24)
Con esta identidad podemos regresar a la definicién de los cosenos directores y verificar
A=A(icosa+ jcosf+ kcosvy) (1.25)
El producto punto tiene las siguientes propiedades
A-B = B-A (1.26)
C-(A+B) = C-A+C-B (1.27)
1.7. Producto vectorial. Producto cruz

El producto cruz de dos vectores A y B produce un tercer vector C y se puede definir
en términos del determinante

i j k
C = AxB=| A, A, A
B, B, B.

= (AyB.— A.B,)i— (A,B. — A,B,)j + (A.B, + A B,) k. (1.28)

Puede demostrarse que
|A x B| = ABsin# (1.29)
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donde @ es el dngulo entre los dos vectores. La magnitud del producto cruz es igual al area
del paralelogramo cuyos lados son los vectores A y B y la direccién del producto cruz es
perpendicular a A y B.

Dado que el producto cruz proviene de un determinante entonces

AxB=-BxA. (1.30)
Se puede verificar que los vectores unitarios cumplen con las siguientes relaciones
iXi=jxj=kxk=0 (1.31)
y ademas tienen la siguiente propiedad ciclica
ixJ=k, jxi=-k (1.32)
kxi=j, ixk=—j (1.33)
Jx k=4, kxj=-—1 (1.34)
(1.35)
El producto cruz tiene ademas la propiedade distributiva
Ax(B+C)=AxB+AxC (1.36)
1.8. Productos Miiltiples
1.8.1. Producto (A-B)C
El primer tipo de producto es
(A-B)C, (1.37)

que es simplemente el producto del escalar A - B por el vector C' y por lo tanto da por
resultado un tercer vector.

1.8.2. Producto escalar triple (A x B) - C

Este producto se define también como

(ABC)=(Ax B)-C. (1.38)
Este puede ponerse en términos del determinante
¢, ¢, C,
(AxB)-C=| A, A, A.|. (1.39)
B, B, B,

De esta identidad y del hecho de que al intercambiar renglones o columnas un ntimero impar
de veces en un determinante se obtiene un cambio de signo es facil ver que

(AxB)-C = (BxC)-A=(CxA)-B
—(AxC)-B=—-(BxA)-C—-(CxB)-A. (1.40)
Entonces también podemos intercambiar el producto cruz y el producto punto

(AxB) C=(BxC)-A=A-(BxC). (1.41)
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1.8.3. Triple producto (A x B) x C

El triple producto
(AxB)xC (1.42)

es un vector.
Dado que D = A x B es perpendicular a Ay a By (A x B) x C es perpendicular a
C entonces (A x B) x C debe estar en el plano formado por A y B

(Ax B)xC =aA+bB, (1.43)
pero desconocemos a a y a b. Hacemos el producto punto
C [(AxB)xC]=C:-(aA+bB)=aC-A+bC-B=0 (1.44)

y hacemos b = AC - A. Sustituyendo en la ecuacién anterior obtenemos que a = —AC - B e
introduciendo este resultado en (1.43) vemos que

(AxB)xC=\[(C-A)B-(C-B)A]. (1.45)
Se puede demostrar que A = 1 (ver Tarea 1), entonces

(AxB)xC=(C-A)B - (C-B)A. (1.46)

1.8.4. Cuéadruple Producto (A x B) - (C x D)

Definimos U = C' x D y utilizando las relaciones anteriores vemos que

AxB-U = A-BxU=A:[Bx(C x D)
= A.-[(B-D)C-(B-C)D]
(A-C)(B-D)-(A-D)(B-C). (1.47)

En particular, si tomamos C = A y D = B obtenemos la identidad de Lagrange.
(AxB)- (AxB)=(A-A)(B-B)—(A-B)’. (1.48)
Puede verificarse este resultado de la definicién del producto cruz obteniéndose

|A x B> = A2B? — A’2B?cos®> 0 = (ABsin6)° . (1.49)

1.9. Rotacién de ejes cartesianos

Consideremos primero una rotacién de los ejes z y y en torno al eje z produciendo los
nuevos ejes =’ y y’. Los vectores unitarios del nuevo sistema de coordenadas estdn dados por

i = 4dcos¢+ jsing, (1.50)

j = —ising+ jcoso (1.51)
K = k. (1.52)

{cruz1}

{tripleprodi}
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Se puede verificar ficilmente que estos vectores son unitarios. Un vector cualquiera A =
Azt + Ayj puede escribirse como

A = (Ad)i'+(AF)7 (AK)KE +
= (Aycosd+ Aysing)i + (—A,sing + Ay cos¢) j + Ak
= ALi'+ A + ALK (1.53)

Podemos representar la relacién entre las componentes del vector en ambos sitemas de
coordenadas como en forma matricial

" cos¢p sing 0 Ay Ay
y | = | —sing cosé 0 A, | =R, (0) | Ay (1.54)
AL 0 0 1 A, A,
donde
cos¢p sing O
R,(¢)=| —sing cos¢ 0 |. (1.55)
0 0 1
Si definimos
Ay Al
A=\ A, |, A= A4 (1.56)
A, A

entonces podemos escribir a (1.54) como
A" =R, (o) A. (1.57)

Esta matriz sirve también para conectar los vectores unitarios de un sistema de coordenadas

con el otro ,

7 7
i =R(0) | J (1.58)
K k
Una forma mas general de escribir esta matriz es
"aodig ik
R.(p)=1| 4% 55 3k |. (1.59)
E-i -5 K -k
Esta matriz es ortogonal, es decir
R! (#)R. (¢) =R: (§)R] (¢) =1, (1.60)

como puede verificarse facilmente. De esta propiedad se verifica inmediatamente que el
producto punto se conserva

A-B = ATB =ATR] (¢)R. (¢)A
= ATB=A-B. (1.61)
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De esta relacién puede verse que la magnitud de un vector es invariante ante rotaciénes ya
que [AP=A"-A'=A-A=|A].

Podemos encontrar por un procedimiento similar las matrices de rotacién al rededor del
eje

i o= (1.62)
j' = jcosf+ksind (1.63)
kK = —jsinf+kcosf (1.64)

obteniéndose una matriz de rotacion de la forma

./

1 0 0 ii i 5 ik
R,(0)=| 0 cosf sind |=|[ 454 55 3 -k |. (1.65)
0 —sinf cosé K-i K-j K-k

Puede verificarse que también sirve para conectar los vectores unitarios de uno y otro sistema
de coordenadas

1 i
7 =R.(0)| 4 (1.66)
K k

i" = dcost—ksiny (1.67)
i= g (1.68)
k' = isiny+kcosy (1.69)
y
cosyp 0 —sinvy i1 i ik
Ry (¥) = 0 1 0 =\ 433 55 3k (1.70)
sinyy 0  cosv i K-j K-k

Es importante notar que todas las rotaciones son unitarias, y por lo tanto, cualquier com-
binaciéon de ellas también lo serd. Por esto, es posible hacer la operacién inversa de una
rotacién o un conjunto de ella utilizando la transpuesta. Asi, si

A; A,
A;J =R Ay (1.71)
A’Z A,
entonces
A, Aé
Ay | =RT [ 4, |. (1.72)
A, A’
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1.9.1. Coordenadas cilindricas circulares

Las coordenadas cilindricas pueden obtenerse de una rotaciéon en z dando lugar a los
vectores unitarios

U, = 1co8¢+ jsing, (1.73)
ug = —ising+ jcoso (1.74)
u, = k. (1.75)
por lo tanto
Uy %
w | =R ()| 7 |- (1.76)
U, k

1.9.2. Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas se pueden conseguir de dos rotaciones sucesivas: una al rededor
del eje z un dngulo 6 y otra un dngulo v = — (7/2¢) al rededor del eje y. Asi tenemos que

R($,0) = Ry(¢)R:(0)

costyp 0 —siny cosf sinf 0
= 0 1 0 —sinf cosf 0O
sinyy 0 cose 0 0 1
sinp 0 cosgp cosf sinf 0
= 0 1 0 —sinf cosf 0
—cosyp 0 sing 0 0 1
cos 0 sin sinfsing  cosy
= —sind cos 0 (1.77)

—cosfcosg —senfcosy sing

De esta ecuacién se deduce que

u, 1
w | =R(6,0)( j (L.78)
—U, k

que da lugar a las mas familiares relaciones

u, = sinpcosfi+ sinysindj + cos vk, (1.79)
ug = —sinfi+ cosby, (1.80)
u, = cospcoshi+ cospsindj —sinpk. (1.81)
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1.10. Invariancia de la norma de un vector ante rotacion
de ejes

Dado que cualuier matriz de rotacién puede escribirse como un producto de rotaciones
al rededor de los ejes x, y y z entonces cualquier matriz de rotacién es ortogonal

RTR=RR' =1, RT=R"!, (RT)" =R (1.82)
Entonces, podemos extender el argumento para las rotaciones al rededor del eje z
A'-B = AB =ATR'RA
= ATB=A.B. (1.83)

De esta relacion puede verse que la magnitud de un vector es invariante ante rotaciénes ya
2
que [A'|"=A"-A'=A-A=|AP.
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Capitulo 2

Derivacion de Funciones
Vectoriales

2.1. Objetivos Especificos

1. Estudiar el analisis vectorial.

2.2. Funciones escalares

Para una funcién escalar

f=r®) (2.1)
dondet e Ry feRy f:R— R, la derivada se define como
df t) _ .. f+A)—[f(t)

a A At ' (2:2)

2.3. Funciones vectoriales y su representaciéon geométri-
ca

Hay varias posibilidades para definir una funcién vectorial. Una de ellas es la funcién
vectorial de un escalar A (). Esta consiste de un vector que es funcién de un sélo pardmetro,
como por ejemplo el tiempo

A=A (2.3)
donde AcR3 tcRy A:R — R3.

2.4. Derivada y diferencial de una funcion vectorial

La derivada de una funcién vectorial A (¢) de un pardmetro puede obtenerse de la gene-
ralizacién de la derivada de una funcién escalar. Si extendemos la derivada de una funcién



16

Derivacién de Funciones Vectoriales

escalar obtenemos que

dA (t)
dt

2.5.

AL+ AN -AQ)

At—0 At
, Aw (t + At) B Aw (t)
1i
At—0 At
Ay (LAY - Ay ()
* Alirgo At
L A (t+H AL — AL (D)
+ A, At K
dAg; (). dA,(t) . dA.(t)
k
a T Ta T T

Reglas de derivacion

Supongamos que A = A(t), B = B(t) y C = C(t) son vectores funciones de un
pardmetro t y que f = f (t) es una funcién escalar del mismo pardmetro ¢ entonces se tiene

e
Trmam = CWaq a0
Llam-Bm) = ap BYL 20 )
%[A O xB(t)] = A x dlzt(t) 4 d“:ﬁ(t) < B(1),
%[A(t) Bi)xC(t)] = %A(t) B(t)x C(#)
LA %B () x C (1)
YA B(1) < SO

Demostramos la ecuacién (2.6)

d

SIAW B =

LA () B (1) + Ay (1) B, (1) + A (1) B (1)
S (0B (6)+ A (1) 5B (1)

dt
+%Ay (t) B, (t) + Ay (t) %By (t)
-1-%142 (t) B (t) + A (t) %Bz (t)
d d

AWM B+ A1) -B(1).

Las demés demostraciones se dejan al lector como ejercicio.

(2.5)

(2.6)
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Estas identidades nos permiten llegar a resultados interesantes como que un vector de
magnitud constante es perpendicular a su derivada. Supongamos otra vez que A = A (t) y
que su magnitud es contante entonces

d d d d
SlAM AWM= Z AWM AW +A®L) A1) =2A() S AH)=0 (2.10)
entonces
d
A(t) 5 A1) =0 (2.11)

que equivale a decir que A (t) y dA (t) /dt son perpendiculares.

Un ejemplo de este caso es la relacién que existe entre la posiciéon r de una particula en
movimiento circular uniforme y su velocidad v = w x r. Esta relaciéon puede deducirse el
hecho de que para el movimiento circular uniforme se tiene que

d
r-d—::r~v=r-(wxr):0. (2.12)

2.6. Foérmula de Taylor para funciones vectoriales

Es posible obtener el equivalente de la serie de Taylor de una funcién escalar. La serie
de Taylor para una funcién f (¢) escalar al rededor de un punto ty es

o~ d" f (to) (t —to)"
dtm n!

df (to) t —to n d*f (to) (t — to)* i & f (to) (t — to)°
dt 1! dt? 2! dt3 3!

f) =

n=0

[ (to) +

(2.13)

Podemos entonces preguntarnos si una funcién puede expandirse se manera similar. Supo-
nemos que la funcién vectorial puede escribirse al rededor del pardametro ty como

AW = S Cult—to)"
n=0

Co+Ci(t—t))+Co(t—to)> +Cs(t—t)*+..., (2.14)

donde el conjunto de vectores {C,,} = {Cy,C1,Cs,...} es desconocido.
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Es facil ver que

A(to) = Co,
dAd(ttO) = 1C4,
% = 2.1C,,
% = 3.2.1Cs,
% = 4-3.-2.-1C4,
dnirst()) — C,, 219

entonces

L dmA (o) (t—to)"
Al = ZO dtTE = n!)

dA (to)t —to  d2A (to) (t — to)* N BA (to) (t — to)®

dt 1! dt? 2! dt3 3 (2.16)

A (to) +

2.7. Expresion analitica de las curvaturas de flexiéon y
torsion
Consideremos un vector A = A (t) y su derivada con respecto al pardmetro t. Un ejemplo

puede ser la pocicién r = 7 (t) y su derivada v = v (t) con respecto al tiempo t.
La derivada del vector puede parametrizarse en términos de la longitud de arco

s (t) :/O dt’\/[ﬂc (] + [y @] + [ ()] (2.17)

cuya derivada y diferencial son

PO JewP 0P 0P,

ds = +/dx?+dy?+ dz>. (2.18)

La derivada puede entonces escribirse como

donde J
u(s) = ) (2.20)
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Se puede demostrar que el vector u (s) es un vector unitario

2 Az\? Ay 2 Ay > A%+ Ay? + Az?
_ (& 2y 293 — 1. 2.21
[ ()] (As + As * As As? (221)
Por lo tanto u (s) es perpendicular a su derivada
d
- — = 2.22
w(s) Tu(s) =0, (222)

por lo que recibe el nombre de vector tangente. Dado que u (s) es paralelo a r (t) entonces
también se puede calcular a este vector como
dr(t
_ _at
u(s() =107 (2.23)
dt

—

Esto nos permite definir un conjunto de vectores ortogonales en cada punto de la trayectoria
r(t).

Por el momento tenemos dos vectores ortogonales, el vector tangencial es

dr (s dr(t) /dt
(e~ ) dr ()i

ds |dr (t) /dt]|

La derivada con respecto a s de u es perpendicular a u como puede verse de la ecuacién
(2.22), entonces, un vector unitario, perpendicular a u serfa
du (s) / du (s)
ds ds

(2.24)

N =

(2.25)

que recibe el nombre de vector principal normal. La magnitud |du (s) /ds| recibe el nombre
de curvatura de la curva y el reciproco de esta magnitud es p, el radio de curvatura, entonces
du(s) 1

= -N. 2.26
i s (2.26)

—-1/2
2z\> d?y 2 2z\°
= || - — — . 2.27
= (@) (@) () 22
El tercer vector, que recibe el nombre de vector binormal puede obtenerse del producto

cruz del tangencial y el normal principal

B=Tx N. (2.28)

Se sigue entonces que

Estos vectores nos permiten escribir la velocidad de una particula de manera conveniente

€como J
s

t) = u— =0T 2.2

v(t) =usr =T, (2:29)

y la aceleracién como

d?s  duds d®s dudsds dv 02
t frd _— _— = —_ —_— — = 7T iN. 2.
al)=vomta e T saa @l (2.30)

{uperp}

{binormal}
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2.8. Formulas de Frenet

Diferenciando la ecuacién (2.28) obtenemos

dB dT dN 1 dN dN
E—EXN—FTXE—;NXN-FTX%—TX%

(2.31)

dado que N x N = 0. Como B es un vector unitario (de magnitud constante) entonces
dB/ds y B son perpendiculares. El producto cruz es entonces perpendicular a B y a T, es

decir, es paralelo a N
dB 1
=—-N

ds T

(2.32)

donde 7 recibe el nombre de radio de torsién de la curva y 1/7 es la torsién de la curva.



Capitulo 3

Derivacion de campos escalares
y vectoriales

3.1. Campos escalares

Un campo escalar es una funcién escalar ¢ (x,¢) de un vector

©=p(x,t) (3.1)

donde p € R, z € R, t € Ry ¢ : R* — R. En general, en esta unidad también considera-
remos el caso més simple en el que

p=¢(x) (3.2)

donde p € R, z € R3 y ¢ : R? — R. Un ejemplo fisico serfa el potencial electrostético en el
que éste no depende del tiempo, sélo depende del vector de posicién.

3.2. Campos vectoriales

Un campo vectorial es una funcién vectorial de un vector A (x,t). Puede por ejemplo
consistir de un vector que es funcién de la posicién y un pardmetro como el tiempo

A= A(x,t) (3.3)

donde A e R3, £ € R, t e Ry A : R* — R3. Al igual que para los campos escalares,
también consideraremos el caso més simple en el que

A= A(x,t) (3.4)

donde A € R}, £ € R® y A : R® — R3. Un ejemplo fisico seria el campo eléctrico para el
caso electrostético en el que éste no depende del tiempo, sélo depende del vector de posicidn.
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3.3. Derivacion parcial, regla de la cadena
Consideremos un campo escalar
p=p(x)=v(ry,21). (3.5)
Supongamos ademés que
v=x(t), y=y@), z=z(1) (3.6)
entonces, un diferencial del campo escalar estd dado por

dp(t) | O¢(,y,2,1)

dp(t) =

dt ot
Op .y, 2t)da(t)  O¢(n.yzt)dy(t)  O¢(n.y.z1t)dz (1) (3.7)
oz dt Oy dt 0z dt - '
Ahora consideremos otro caso en el que
=z (u,v,w), y=yuv,w), z=z(@u,v,w) (3.8)
y las relaciones inversas son
uEu(x7y’Z)7 UE/U(I7y’Z)7 wEw(a:7y7Z) (3'9)
Entonces un diferencial del campo escalar es
Oy Op Op
dp = 8xdx+8ydy+8zdz
_ Oy ¢ ¢
= du + 70 dv + 0 dw (3.10)
donde ademas se puede ver que
ou Ju ou
- hutied - A1
du axda: + 8ydy—!— 8Zdz (3.11)
v v ov
_ v ov v 12
dv axd:v + 8ydy + ('9de (3.12)
ow ow ow
= =— “—dy + —dz. 1
dw e dx + ay dy + P dz (3.13)

Sustituyendo estos ultimos resultados en (3.10)

dp = % <8Zdl'+ @dgﬁ— aZdz>

L90 <6wdaz + Wy awdz) (3.14)
z Yy z
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y reagrupando términos vemos que

Do, Dp0u  0p 0w
(8u8m * ov 8:c+8w 8x)dw
OpOdu Odpdv  Jp dw
(6u8y+ 3v6y+8w 3y>d

do

dpdu  Opdv  Op dw
de donde se deduce por comparacién con la primera linea de (3.10) que
Do _ dpou, Dpdu  dpow
dr  Oudx + Ov Oz + Ow Ox (3.16)
dp dpdu Jdpdv  Op dw
At s Pt It 1
oy ou Oy + ov dy * ow Oy (3.17)
Do _ dpou Dpov , dpdw
0z  Ou 0z + Ov 0z + ow 0z (3.18)

Todas estas son posibles formas de la regla de la cadena.

3.4. Gradiente de un campo escalar

Consideremos el vector dado por el cambio de un campo escalar ¢ en las direcciones z,
yy=
dp. Op. 0Oy
V=—1+_-"-3+-Fk 3.19
oz 81/‘7 0z (3.19)
cada componente de este vector es la razén de cambio del escalar con respecto a la distancia
en las direcciones de los ejes z, y v z.

Un diferencial de desplazamiento es
dr = dzi + dyj + dzk (3.20)

y la proyeccién de V en la direccién de este vector es

ar o= Qpdr  Opdy  Opdz _ dp

-V ou = - = 21
ds Y= s ds + Oyds Ozds ds’ (3.21)

como vimos en las secciones anteriores.

Por esto vemos que la componente de V' en una direccion dada es la razén de cambio
de ¢ con respecto a la distancia. La funcién vectorial V. = V (z,y, 2) estd asociada con la
funcién escalar de manera que es independiente del sistema de coordenadas empleado. A
esta cantidad se le conoce con el nombre de gradiente de la funcién ¢ y puede expresarse

como

99, 925, 92y (3.22)

gradp = Vip = Ox Oy Oz
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donde el operador diferencial nabla se define como

0 0 1o}
= —1+—73+ —k. 2
\Y 8$z+ ayg + g (3.23)
Podemos escribir entonces
d—(p = grad d—T =V d—r (3.24)
ds 2T T VY 4y '

Dado que la componente del vector grady en cualquier direccién es la derivada de ¢ en
esa direccién, se sique que grady debe apuntar en la direccién en la que la derivada de ¢
es maxima y tiene una magnitud igual a la derivada dy/ds. En particular grady no debe
tener ninguna componente en la direcciéon en la que ¢ es constante, entonces, su direccion
es perpendicular a las curvas de nivel que salen de ¢ = constante.

El gradiente de una funcion esta asociado entonces a la derivada direccional de un campo
escalar como

Op .. o+ Ay, y+Ay,z+A) —o(x,y,2)
74 = I ; =
ya que, segun la regla de la cadena
ng = Al,mo [(p(x+AIay+Ay7Z+AZ)750(1,73/32)]
e |9 dp dp
- A ot Tyt B
= }‘1310 Ve A (3.26)

3.5. Divergencia y rotacional de un campo escalar

En la seccién anterior hemos definido un operador llamado nabla de la forma (3.23)

0 0 0
V=—i+_—j+—k
83@1 * ByJ + 0z
Si F (z,y,%) = F () es un campo escalar
F=Fi+F,g+F.k (3.27)

podemos multiplicar al operador nabla en dos formas distintas de acuerdo al producto
escalar y vectorial. Es decir, el operador nabla es vectorial, entonces, al actuar sobre un
escalar como en la seccién anterior, produce un vector; al actuar sobre un vector en la forma
de un producto punto produce un escalar y al actuar sobre un vector en la forma de un
producto cruz produce un nuevo vector.

Cuando utilizamos el producto punto, el operador nabla produce la divergencia

oF OF OF OF OF OF
d. F = =7 — ) . — k: —_ = X -y z
e v v o I Oy + 0z Ox + Oy 0z’

(3.28)

{nablal}
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y si usamos el producto cruz, entonces produce el rotacional

F F F
t 3 k
— 9 0 9
- ox Jy 0z
F, F, F.

_ OF, 0F, L OF, OF, Tk
N dy 0z AW ox

La derivada total de un vector puede calcularse como

oF, OF,
(25982 (s

oF OF oF 0 0 0
= (dr-V)F (3.30)
y en particular
dF dr
== <dS~V)F(u~V)F. (3.31)

Como w es un vector unitario entonces (3.31) es la derivada direccional de un campo vecto-
rial.
Dado que no hay ambigiiedad alguna, entonces

u-VF=(u-V)F (3.32)
donde, el operador u - V estd dado por

0 0 0
u~V—um%+uya—y —HLZ@' (3.33)

3.6. Identidades basicas

Algunas identidades importantes relacionadas al operador V son

Vipu = oV-u+V- pu (3.34)
Vxeou = ¢oVxu+Vexu (3.35)
Viuxv = v-Vxu—u-Vxv (3.36)
Vx(uxv) = v-Vu—u-Vo+u(V-v)—v(V-u) (3.37)
Vu-v) = u-Votv-Vutux(Vxov)+vx(Vxu) (3.38)
VxVe = 0 (3.39)
V- (Vxu) = 0 (3.40)

Vx(Vxu) = rotroou=V(V-u)—V-Vu
= grad divu — VZu (3.41)

V- (V<p1 X Vgpg) = 0 (342)

{dervec1}
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donde e o2 o2
V2=V V=S + -0+ 3.43
Ox? + Oy? + 022 (343)
La demostracién de estas formulas puede hacerse por sustitucién directa. Como ejemplo
demostramos la ecuacién (3.39) hacemos

o o o)
VxVp = 9z oy 2z
d¢  Op O
ox oy 0z

2 2 2 2 2 2
oy0z  0z0y 0z0x  0x0z Oxdy Oyox
y vemos que si el orden de derivacion es irrelevante, entonces
V x Vo =10+ 350+ k0=0. (3.45)

De las relaciones (3.34)-(3.42) se puede ver en particular que

Vor = 3 (3.46)
Vxr = 0, (3.47)
u-Vr = u (3.48)

3.7. Coordenadas curvilineas ortogonales

En esta unidad estudiamos de manera general como pasar de un sistema de coordenadas
cartesianas a un sistema de coordenadas curvilineas ortogonales.

3.7.1. Factores de escala

Supongamos que las coordenadas rectangulares pueden escribirse en términos de un
nuevo sistema de coordenadas {u1,us, uz} como

z = z(u1,us,us) (3.49)
=y (un,uz, ) (3.50)
= 2z (ui,us,us). (3.51)

Las relaciones inversas son entonces

u = wuy(z,y,2) (3.52)
uzs = ug(w,y,2) (3.53)
us = us(z,y,2) (3.54)

(3.55)

Si dejamos a us y u3 constantes y variamos u; entonces obtendremos de x, y y z la parame-
trizacién de alguna curva donde el parametro es u;. Lo mismo ocurre cuando dejamos a uy
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vy ug constantes y variamos us. En este caso obtenemos otra curva distinta parametrizada
en us.
Por ejemplo

= rcosf (3.56)
= rsinf (3.57)
z = 2z (3.58)

si fijamos el valor de r y z entonces tendremos que x, y y z parametrizan a un circulo cuyo
centro se encuentra en (0,0,z) y su radio es r. Si, en cambio dejamos 6 y z constantes
entonces x, y y z parametrizan a una linea recta que forma un angulo 6 con el eje x y que
es paralela al plano zy pasando a una altura z.

Supongamos que

r=1ix+jy+kz (3.59)

es un vector que sefiala a un punto (z,y, z) del espacio. El vector

U= =—-— L =hu (3.60)

es tangente a la curva que se forma al dejar us y u3 constantes. En la ecuacién anterior

or ,| or
=—/|=— 3.61
“ 8u1 8u1 ( )
es un vector unitario y
or
hy = |=— 3.62
il (3.62)
es el factor de escala de la variabel u;. En general tenemos que
U1 = hlul (363)
U2 = h2u2 (364)
U3 = h3’LL3 (365)
y
0s1 or
hy = —=|— 3.66
! 8u1 8u1 ( )
882 or
hy = —=|— 3.67
2 8u2 3’[1,2 ( )
0s3 or
ha = —2 = | 3.68
3 3U3 8U3 ( )

{lameraU1}

{unitarioul}
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Por analogia con (2.17) las longitudes de arco estdn dadas por

12 r 12 12
) /du\/ 0 (v ) ]” [y )| 02 (g )] o

e R

U2 G AN B ) AN P o oo a1\ 2
s2(u2):‘/‘ duéx/ x<“3;2”1@) y(“g;Z”iﬁ) Z(“gﬁf’“3> (3.70)

72 12

s [ Oz (u), ub, up) [ Oy (uf, ub, ub) [0z (ul,ub,ub) ]
— d / 1> %2> ™3 10 %2> ™3 10 %2> ™3 3.71
s (uz) /O “3\/_ 7 I 7 B R v I

Adoptamos la combencién de que w1, us y uz formen un sistema de coordnadas de mano
derecha, es decir
U] X U = U3, U3 XU =1u2, U XU3=1U]. (372)

Supongamos que s es el arco de longitud de r sobre alguna trayectoria arbitraria, en-
tonces, la derivada total del vector de posiciéon r a lo largo de esa trayectoria estd dado
por

dr or duq or dus or dus

ds T Duids | Ouz ds | Ous ds
duy dusg dug
= U U U 3.73
e +Us— ds +U1— ds ( )
y si las curvas formadas al dejar constante uy, us y uz son ortogonales, es decir
U,-Uy=U,-U3=U,-U35=0 (3.74)
entonces se sigue que, al ser dr/ds unitario
dr dr duq 2 dus 2 dus 2
. =1=U, U, [ = Uy Uy | — Us- U: .
ds ds ! 1<ds>+ ? 2(d$ T U “ds (375)
o bien
ds? = U, -Uydui +Us-Usdui +Us - Usdui

|U1|2 du? + |U2|2 du3 + |U3|2 du
hidu? + h3du3 + hidu} (3.76)

3.7.2. Diferenciales de volumen y superficie en coordenadas gene-
ralizadas.

Los vectores U du;, Uaduy y Usdus son vectores mutuamente perpendiculares cuya
magnitud es la longitud de arco dsi, dss and dss, por lo que podemos definir el diferencial
de volumen d7 como el volumen del paralelepipedo formado entre estos tres vectores

dr = Uldul X U2du2 . UgdUg
= (u1 X Uug - ’U,g) d81d82d83
= (’11,1 X U9 - U3) hlhghgduldUQdU3
= d81d82d53 = hlhghgduldUQdUP,. (377)
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Si Uiduy, Usdus y Usdug no fueran mutuamente perpendiculares entonces podemos decir
que
dr = Uldul X U2du2 . U3dU3% X % . 887’:3
Ox/Ou; Oy/duy; 0z/0uy S
= | 0z/0uy Oy/Ous Oz/Ous |=J ( L )
Ox/0us Oy/Ous 0z/0us

_— 3.78
Ui, U2, U3 ( )

donde J es el jacoviano.
De manera similar podemos encontrar los diferenciales de superficie, como el area que
se forma entre cada par de vectores, es decir, como el producto cruz de estos vectores

dO’l = UQdUQ X UgdUg = U9 X ’LL3dSQng = ulhzhgdUQdu;g (379)
d0'2 = U3dU3 X Uldul =us3 X ’U,ld53d51 = U1h2h3dU2dU3 (380)
d0'3 = U1dU1 X UQdU;Q =u3 X U1dS1d82 = U1h2h3dU2dU3 (381)

Si Uiduy, Usdus y Usduz no fueran mutuamente perpendiculares entonces podemos decir
que

i j k
doy = Usdus X Usduz = | 0x/0us 0y/Ous 0z/0us
Ox/Ous Oy/Ous 0z/0us

i j k
= | Ox/Ous Oy/Ous 0z/0us (3.82)
Ox/0us Oy/Ous 0z/0us

i j k

doy = Usduz X Uiduy = | 0x/0us 0Oy/dus 0z/0us

Ox/O0uy Oy/Ouy 0z/0uy
Ox/0u; Oy/Our 0z/0uq

= 7 J k (3.83)
Ox/Ous Oy/Ous 0z/0us
i 4 k
dos = Ujidu; X Usdus = | 0x/0u; 0y/Ou; 0z/0uy

Ox/O0uy Oy/Ous 0z/Ous

Ox/0u; 0Oy/Ous 0z/0uq
= Ox/O0us Oy/Ouy 0z/0us (3.84)
i j k

3.7.3. Gradiente, divergencia, rotacional y laplaciano en coordena-

das generalizadas

A continuaciéon obtenemos expresiones para el gradiente, la divergencia, el rotacional y
el lapalciano. Consideremos la derivada direccional del campo escalar f

df =V f-dr. (3.85)

{totf2}
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En términos de las nuevas variables tenemos que el diferencial total del campo escalar f es

of o O, Of

d —_— ——du 3.86
f 8u1 v+ ou 2 Uz + ou us s ( )
y el diferencial de r es
or ar ar
dr = —d —d ——dug

" 8’&1 UL+ 8 (15 Uz + 8 us

= Uldul + UgdUg + U3dU3
= hijuiduy + housdus + hsusdus. (387)

Nos interesa conocer el gradiente de f en el nuevo sistema de coordenadas que debe estar
dado por
Vf = AMui + Aus + Azus (388)

Sustituyendo (3.88) en (3.85) e igualando con (3.86) vemos que la diferencial total de f es
of 4 of 4 of

af = — —d
f 8’&1 U1+ ou 2 uzt ou us s
= hl)\ dU1 + hg)\gdUg + hg)\gdUg. (389)
entonces, como duq, dus y dus son linealmente independientes, tenemos que
1 of
Al = — 3.90
1 h1 5u17 ( )
1 of
Ay = —— 3.91
2 h2 (9’UJ2 ( )
1 (9f
Ag = 3.92
3 T D (3.92)

La ecuacién (3.88) se transforma en

u af Us af u3 af

Vf= 3.93
f h1 8u1 hg (9’U,2 h3 8u3 ( )
y el operador nabla puede expresarse de manera general como
0 0 0
Vf= 2 s (3.94)

o ur " e Bz T B

La ecuacién (3.94) nos provee de un método general para calcular el gradiente, la divergencia
y el rotacional en cualquier sistema de coordenadas. Sustituyendo las ecuaciones (3.66),
(3.67) y (3.68) en (3.94) obtenemos que el gradiente del escalar f también se puede escribir

Ccomo
0s1 3f dsy\ Of ds3\ Of
“ < am)a (1/)+ 3<1/8u3> s

o (B OF L (Dua) OF (95 OF
o ! 831 5‘u1 2 852 87.L2 8u3 87.L3

Vf

(3.95)

I

|

4
§

|

4
g

{totf1}
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y el operador gradiente es

0 0 0
=u;— —_— —_— 3.96
v w 881 + “2 082 + “s 883 ( )
En particular, haciendo f = uq, f = us y f = ug, de las ecuaciones (3.66), (3.67) y (3.68)
podemos ver que

1
Vu, = —uy, (3.97)
ha
1
Vuy = -—uo, (3.98)
ha
1
VU3 = T—Uus (399)
hs
y consecuentemente
1 1 1
V X h—lul =V x h—QuQV X h—3u3 =0 (3.100)

ya que el rotacional de cualquier gradiente es necesariamente cero como puede verse de las
ecuaciones (3.39) y (3.45).
Ademsds, como los vectores ui, us y us son ortogonales y a mano derecha, es decir
) ) y y )

U3 = Uz X ug (3101)
U2 = U3 X U1 (3102)
U3 = U] X Uy (3103)

y adicionalmente de (3.97), (3.98) y (3.99) tenemos que

U

= .1 4

VUQ X VU3 h2h3 (3 0 )
u

Vus x Vu, = e 23 (3.105)
u

Vui x Vus " 22 (3.106)

entonces, de acuerdo con la ecuacién (3.42) vemos que las divergencias de las expresiones
anteriores (3.104), (3.105) y (3.106) son cero

Uy U2 us

Voras =Y s Y kg

0. (3.107)

Estas relaciones seran de gran importancia en los calculos que siguen.
Ahora buscamos la divergencia de un campo vectorial expresado en términos de sus
componentes a lo largo de los vectores unitarios wy, us y us

F:F1U1 +F2U2+F3U3. (3108)
La divergencia del vector anterior es

V~F:v~(F1U1)+V'(FQUQ)+V'(F3U3). (3109)

{divgeni}
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Para analizar esta expresion empezamos por el primer término. Multiplicando el argumento
de la divergencia por hohgs y dividiendo entre hohg

V.- (Fu)) = V- l:(F1h2h3) h2h3}
Y (Fihahs)- f:hg (Fihohy) V - h?;LB_V(thg) hj,llg
= iy Ui () g )+ 25 (P
- hlhlghgﬁil (Fihzhs)- o

Andlogamente, podemos calcular las otras dos divergencias de (3.109) y resumiendo

1 0

- (F = Fihsh 111
V- (Fiu) Tl 8u1( 1hah3) (3.111)
1 0
- (F: = Fshih 112
V- (Faug) TiiTal 8u2( 2hih3) (3.112)
1 0
(F = F A1
V- (Fsus) Tiihals 8u3( 3hihs). (3.113)

Finalmente, la divergencia puede escribirse de manera general como

1 0 0 0
V-F= ihala [8u1 (Fihahs) + 9 (Fohyihs) + Jus (F3h1h2)] : (3.114)

También podemos decir que el operador divergencia, en coordenadas generalizadas es

1 0 0 0
V- = hohsuy - +——hihsug - +—— h1h2’lL3:| . (3.115)

h1h2h3 [8u1 8 U2 8

El operador laplasiano se puede obtener combinando las ecuaciones (3.94) y (3.114) o
(3.115). Primero vemos que si hacemos

uy af Uz af us 8f

F = = —— A1
Vf h1 8u1 o h2 8u2 s hg 8’&3 (3 6)
entonces
1 of
R = — A1
! hl 8’11,1 (3 7)
1 of
= — 3.118
2 hg 8u2 ( )
1
Fy; = 1 of (3.119)

hg (’9U3 ’
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sustituyendo estas relaciones en (3.114) obtenemos

V2 f

V-Vf

L
h1h2h3 (’)ul

1 of

1 of
(mamh2h3>

1 of

0 0
T ous (m%hlhg) " ou (Mugm)]

1 0
hlhghg 6’&1

8UQ

hahs Of
hl Bul

8’(1,3

0 (lhs OF | 0 (b Of
hQ 8’(1,2

hg 8“3

)

(3.120)

Ahora nuestro objetivo es encontrar el rotacional en coordenadas generalizadas. Anélo-
gamente a (3.109) tenemos que el rotacional de un campo vectorial F' es

VxF=Vx (F1u1)+V X (FQU2)+VX (F3’U,3),

y escribiendo el primer término en la forma

Uy
F —
V x ( 1h1h1)

V x (Flul)

V (Fihy) x 22 + PV x
I h

uy

1

(3.121)

)

(3.122)

(3.123)
(3.124)

(3.125)

(3.126)

= V(Fih)x 2 =_ (“1 x v) (Fihy)
hy hy
U, U1 8 U2 8 us 8
= —q— —— (F1h —— (F1h —
{hl % |:h1 8u1( ! 1)+h2 8UQ( ! 1)+h36U3
uz 0 uy 0
= - — (F1hy) — — (F1h
|:h1h2 8’[1,2 ( ! 1) h1h3 8U2 ( ! 1):|
1 0 0
= ——— |houo— — haus—| (Fih
h1h2h3 |: 2u28u2 3u38U2:| ( ! 1)
En forma andloga podemos calcular los otros dos términos restantes obteniendo en resumen
1 0 0
F = houg—— — hsus—| (F1h
V x (Fiuy) hyhahs 2u26u2 3u38u2_ (F1h1),
V x (Faug) = 1 -h h 0] (Faha)
2U2) = hihahs 3u38u1 1U18u3_ 2h2),
V x (Fsuz) = ! _hu——hui-(Fh)
3u3z) = h1h2h3_1 ! 5 2 28u1_ 313) .
Estas expresiones pueden resumirse por medio del determinante
1 h1u1 thg thQ
) ) )
VXF= h1h2h3 Ouq Ousg Bus
hiFy  holFy  hskj

{rotageneral}
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3.7.4. Coordenadas Cilindricas

Como ya vimos en la seccién 3.7.1, las coordenadas cilindricas corresponden a

up = (3.127)
uy = 6, (3.128)
uz = 2z, (3.129)

y se relacionan con las coordenadas cartesianas a través de las relaciones

Tz = rcosb, (3.130)

y = rsinf, (3.131)

z = z, (3.132)
Segun las ecuaciones (3.69), (3.70) y (3.69)

$1 = S =r (3.133)

ss = sp=rb (3.134)

s3 = 8, =2z (3.135)

De las ecuaciones (3.60), (3.63), (3.64) y (3.65), los vectores Uy, Uy y Us estdn dados por

U, =U, = cosbi+sinbj, (3.136)
Uy =Uy= —rsinbi+ rcosby, (3.137)
Us=U. =k, (3.138)

de las ecuaciones (3.66), (3.67) y (3.68), los factores de escala son

hy = h, =1, (3.139)
hy = hg =, (3.140)
hy =1 (3.141)
(3.142)

y los vectores unitarios, segin (3.61) son

w1 = U, = cos i + sin 67, (3.143)
Uy = ug = —sin i + cos 0y, (3.144)
us =U, =k. (3.145)

El diferencial de volumen en coordenadas cilindricas es entonces

dT = rdrdfdz (3.146)

y los diferenciales de superficie son
doy = do, = u,rdbdz, (3.147)
doy = dog = updrdz, (3.148)

dos = do, = u,rdrdf. (3.149)
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De acuerdo con la ecuacién (3.96), el gradiente se puede escribir como

V— 24_ 124_ g
_ur(?r Uor o0 uzﬁz

De acuerdo con la ecuacién (3.114), la divergencia de un campo vectorial
F=u.F.+upFyp+u,F,

es

022w D L )

De (3.120), el laplaciano estd dado por

1[0 af g (19f 0 af
v (o) van (o) o (50))

Segun la ecuacién (3.126), el rotacional estd dado por

U, TUY U,
—_| o 9 9
VXF=| 5. % o
F, rF, F,

(3.150)

(3.151)

(3.152)

(3.153)

(3.154)
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Capitulo 4

Integracion de Campos
Escalares y Vectoriales

4.1. Integrales de linea

Supongamos que F' es un vector que es funcién de la posicién, es decir es un campo
vectorial y que C representa a una curva senalada por el vector r, entonces, un diferencial
de arco puede ser calculado como

d
dr = d—st = uds, (4.1)

como ya hemos visto. Entonces, una integral de linea de F' a lo largo de C se define como

/CF'dr:/C(F-u)ds. (4.2)

Suponemos que la curva C es suave, es decir, C estd hecha de arcos consecutivos en los que
no solo u existe si no que ademas es continuo de tal suerte que F - u es continuo si F' es
continua. También supondremos que la curva no se intersecta con sigo misma.

El vector F esta dado por

F=P(z,y,2) i+ Q(z,9,2) ]+ R(x,y,2) k (4.3)

de tal manera que la integral (4.2) toma la forma

/F-dr:/ [P(x,y,2)de+ Q (x,y,2)dy + R (x,y, z) dz]. (4.4)
c c

4.2. Campo escalar y campo vectorial conservativos
Supongamos que el integrando de la ecuacién (4.24) es una diferencial exacta, es decir

Pdx 4+ Qdy + Rdz = de, (4.5)

{lineint}

{secconservativo}

{dexactal}
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entonces la integral de linea (4.24) toma la forma

[Fedr = [ 1Payade+ Q) dy+ Rz
C C

/C dp = o(B) — ¢ (4). (4.6)

donde A y B son el punto inical y final como puede verse en la figura 4.1. De esta manera
la integral de linea s6lo depende del punto final y del inicial sin importar que camino se ha
seguido para calcular la integral.

Si se cumple la ecuacién (4.5) entonces

Oy ¢ dp
F.-dr=dp= 8xdx+ ayaly+ 3zdz (4.7)
donde
I
-z _ p 4.
wo-p (19)
d¢
T 4.9
> - Q (19)
d¢
—_— = 4.1
% ~ (4.10)
Derivando (4.8) con respecto a y y (4.9) con respecto a & vemos que
oP ot
-— = 4.11
oy Oyox (4.11)
0Q ot
— = 4.12
ox 0xdy (4.12)
y si las derivadas son continuas entonces
2 2
P
Ov _ 09 0P 0Q (4.13)
Jydx  Ox0y Oy or
Anidlogamente vemos que, si las derivadas son continuas, entonces
oP OR
= - = 4.14
0z ox (4.14)
oQ OR
-— = — 4.15
0z oy ( )

Podemos ver que si la funcién ¢ existe entonces F' puede escribirse como una diferencial
exacta y las funciones P, Q y R deben cumplir (4.13), (4.14) y (4.14). Notamos ademds que

_(OR _0Q\ . (ob OR\. (0Q OP
VXF_(ay 8z>z+<8z 3I>J+(8x 8y>k (4.16)

ser idéntico a cero si se cumplen (4.13), (4.14) y (4.14). De este tltimo resultado se sigue
que
F = V. (4.17)
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{integlinea} Figura 4.1: Integral de linea del punto A al B.

4.3. Campo vectorial irrotacional

Un ejemplo de un campo irrotacional es el campo eléctrico F' de una carga puntual. Se
dice que este campo es irrotacional ya que su rotacional es cero

V x F=0. (4.18)

El campo eléctrico de una carga puntual, salvo por unidades y constantes tiene la forma

! -+ Y -+ :
i j
(@2 +y2+22)%7 (@242 + 227 (2242 + 22

F = (4.19)

)3/2j

y como ya hemos visto, un circulo de radio a en el plano xy puede parametrizarse como

x = acost, (4.20)
= asint, (4.21)
= 0, (4.22)

donde t € [0, 27| para hacer una revolucién completa. El diferencial de trayectoria es entonces
dr = dzt + dyj + dzk = —tasint + jacost (4.23)

entonces la integral toma la forma
x Y

27
F-dr = / dx + dy
/C 0 (x2+y2+z2)3/2 (m2+y2+z2)3/2 ]

2 .
t t
/ <_acc;s asint + a813n cos t> dt = 0. (4.24)
0 a a

Es interesante notar que el que esta integral sea cero tiene que ver con el hecho de que el
campo eléctrico es conservativo. Se puede comprobar facilmente que

VxF=0 (4.25)
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y que efectivamente

1

L=y (4.26)
tal como lo predicen los resultados de la seccién 4.2.
4.4. Integrales de Superficie
Una superficie S puede caracterisarse por una ecuacién de la forma
g (z,y,2) =0. (4.27)
El gradiente de esta funcién es entonces cero
Vg (z,y,2z)=0. (4.28)
Que Vg = 0, significa que es perpendicular a la superficie S.
Entonces, mientras Vg exista sobre una superficie dada,
_y V9@y:2) (4.29)

et Iy, 2)
Vg (2,y,2)]

es un vector unitario perpendicular a la supericie. Dado que g es constante sobre toda la
superficie, el gradiente de g debe ser igual a cero en cualquier direccién sobre la superficie.
Entonces, la tnica posibilidad que queda es que Vg sea perpendicular a la superficie S. El
signo en la expresién anterior queda sin determinar ya que n puede apuntar en cualquiera
de las dos direcciones de la superficie S.

El diferencial de superficie puede econtrarse como

dop, =n - do. (4.30)

Finalmente, la integral sobre la superficie S, caracterizada por la ecuacién g (z,y, z) = 0, de
un potencial vectorial F' puede ser construida como

/ F - ndo,. (4.31)
S

4.4.1. Ejemplo de Integracién de Superficie

Veamos un ejemplo. Hallar
% A-do (4.32)
s

del volumen limitado por el cilindro 2% + 22 = 9 y los planos x = 0,y =0, 2 =0 y y = 8,
siendo A = 621 + (22 + y) j — xk. La superficie sobre la que tenemos que integrar es la que
se muestra en la figura 4.2
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Figura 4.2: Superficie de integracién dada por el cilindro 2 + 22 = 9 y los planos = = 0,
{integsupA} ¥ =0,2=0yy=8.
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Superficie S; En esta superficie

g (x,y,2) = =z
V91
n, = =+ =-k
1 Vol
doy = (do-ni)ny = —kdxdy (4.33)

La integral sobre S; es

r=3 y=8 8
A.-doy = / / rdxdy = =4x9=36. (4.34)
S1 x=0 y=0
Superficie S; En esta superficie
g2 (.’13, Y, Z) =
UP) ng = —Z
Vol
doy = (do-ng)ng = —idydz (4.35)
La integral sobre S5 es
y=8 2
A-doy = / / —62) dydz = *w — 6 x 36. (4.36)
Sa
Superficie S3 En esta superficie
93 (z,y,2) = y
ns Vs _
Vsl
dos = (do-n3)ns = —jrdrdd (4.37)
La integral sobre S3 es
r=3 p0=m/2
A -doy = / / (2z + y) rdrdf
Sg r=0 6=
0=m/2 0=m/2
= —/ / (2z) rdrdf = / / 2r cos Ordrdf
r= 0 r 6
0=m/2 r=3
= —2/ / 72 cos Odrdf = —2 [sin 9]9 7r/2/ r2dr
r= 6= r=0
2 r=3
= —2/ ridr = — [r?’] = —18. (4.38)
r=0 3 r=0
En esta integral hemos hecho
xr = rcost

= rsinf (4.39)
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Superficie S; En esta superficie

94 ('T'aya Z)

La integral sobre Sy es

A-d0'4
Sa

r=3 pl=m/2
s
r=3 r=3 p0=m/2
/ 2rdr + 8/ / rdrdf
r=0 r=0 60=0

y—38
Vs
Voa|
(do - n4)ny = jrdrdd

(2z 4 y) rdrdf

(2z + 8) rdrdd

2 7w [r? =3
= =27T+8— |— =18+2 9=18(1 .
reag[5] e xa-maen
Superficie S5 En esta superficie
QS(xay»Z) = x2+z2—9
Vgs i +yjJ L
n + = = cos 0t +sinfj = u,
° IVgs| a2+ 22 J
dos = (do-ns5)ns=u,rdody

La integral sobre S5 es

/ A-d0'5
Ss

y=8 p0=m/2
/y—O /0:0

(6z cosf — xsin0) rdldy

(67 sin 6 cos @ — r cos  sin 0) rdfdy

0=m/2
) / sin 0 cos 6d6
0=0

O=n/2 in2 0 O=m/2
= 5(9)(8) sin Odsin 6 = 5 (9) (8) {Sm }
6=0 2 oo
5(9) (8
= (;():5(9)(4):5x36.
La integral completa es entonces
%A-da = A -doq + A -dosy
S S1 Sa
+ A -dos+ A -doy+ A -dos
S3 Sa Ss
= 36—6x36—18+4+ 187+ 18+ 5% 36 = 187

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)
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v/

Figura 4.3: Teorema de la divergencia. Volumen V' y superficie S.

4.5. Teorema de la divergencia

Si F (z,y, z) es un campo vectorial, V es el volumen encerrado por la superficie S entonces

/V-Fde%F'da. (4.45)
v s

Este es conocido como el teorema de la divergencia.

Veamos su demostraciéon. Primero calculamos la integral de superficie a la derecha de
la ecuacién (4.45). Como puede verse de la figura 4.3, la integral de superficie puede reali-
zarse integrando sobre superficies méds pequenas como la que se muestra. La suma de todas
las integrales correspondientes a estas pequenas superficies equivale a la integral sobre la
superficie exterior S ya que la integrales de las superficies compartidas por dos volumenes
vecinos se cancelan ya que sus diferenciales de superficie tienen la misma magnitud pero
sentido contrario. Entonces, podemos escribir la integral de superficie total como

jiF.daz;j{SiF.da. (4.46)

Ahora calculamos sélo una de estas integrales sobre una superficie S; que contiene un volu-
men V;. Suponiendo que este volumen es un diferencial como el que se muestra en la figura
4.4 tenemos que

fFodcr = / F-d0'1+/ F-dcm-l—/ F - dos
Si Si1 Si2 Sis

+/ F-da4+/ F-da5+/ F - dog (4.47)
Sia Sis Sie

{teodivi}
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Figura 4.4: Teorema de la divergencia. Volumen V y superficie S;. Se puede ver que la
{difvolb} superficie S; estd compuesta de las seis caras del paralelepipedo S;1, Si2, Si3, Sia, Sis ¥ Sie

donde S;1, S;2, Si3, Sia, Sis y Sic son las seis caras del paralelepipedo del diferencial de
volumen que se muestra en la figura 4.4. Los diferenciales de volumen son

doy = —doy= —jdzdz, (4.48)
doy = —doy=—kdxdy, (4.49)
dos = —dog= —tidydz. (4.50)
(4.51)
Si suponemos que uno de los vértices del paralelepipedo se encuentra en el punto (z,y, 2)
vemos que, en el interior del diferencial de volumen, el campo vectorial se puede expandir
como
dF =dr-VF (4.52)
entonces
F(x+dx,y+dy,z+dz)=F(x,y,z) +dr-VF (z,y,2) (4.53)
o bien
F(z+de,y+dy,z+dz)=F(x,y,2) +dr - VF (z,y,2). (4.54) {expanf1}
Sustituyendo (4.54) en la integral de superficie (4.47) obtenemos
j{ F.do = / [dr - V]| F (z,y,z)-doy +/ [dr - V] F (z,y,%) - dos
Si Sil Si2
+/ [dr - V]| F (z,y,z)dos +/ [dr - V] F (z,y,z) doy
Sis Sia
~|—/ [dr - V]| F (z,y,z)-dos +/ [dr - V] F (z,y,z) dos (4.55)
Si5 Si6
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% F . do
S

r+dx z+dz

Fy, (z,y,2)dzdz

r+dx

L
L
]
[ /
I
[

z+dz

_|_

[(dr + jdy) - V| Fy (z,y, z) dedz

y+dy
F, (z,y,z) dxdy

+

[(dr + kdz) - V] F, (z,y, z) dedy

y+dy z+dz

F, (z,y,z)dydz

z+dz
[((dr +idx) - V]| F, (z,y, ) dydz

/y+dy
y

Jr
r+dx pz4dz

/ / (gdy - V) Fy (z,y,z) dedz
z+d:tz y+dy

/ / (kdz - V) F, (x,y, z) dedy
y+dy z+dz

/ / (¢dx - V) Fy (x,y, 2) dydz

y

r+dx z+dz 8
/Z 9y —F, (z,y, 2) dedydz

r+dx y+dy (9
—F,
/ / e (2,9, 2) dedydz

/y+dy /z+dz

0 0

V- F(x,y,2) dxdydz =V -F (z,y,2)dr;
/ V- F(x,y,z)dr,
Vi

_l_

—  +

x

+

(z,y, z) dedydz

]{Foda:Z/ V~F(:c,y,z)d7':/V~F(m,y,z)d’r
s —Jv v

Con esto queda demostrado el teorema de la divergencia.

F, (z,y,z2)| dedydz

(4.56)

es decir, la integral de superficie de F' es equivalente a un diferencial de volumen multipli-
cado por la divergencia del campo vectorial. Sustituyendo el resultado de (4.56) en (4.46)
obtenemos que

(4.57)

Si estudiamos el caso particular de un diferencial de volumen AV encerrado en una
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superficie AS vemos que

F.-do =V FAV (4.58)
AS

entonces, una definicién alternativa de la divergencia seria

V.F F-do. (4.59)

= lim —
AV=0 AV Jag

De esta tultima ecuacién puede inferirse que, la divergencia de un campo vectorial equivale
al flujo total del mismo campo escalar por unidad de volumen en la localidad en la que fue
calculada la divergencia.

4.5.1. Ejemplo de Aplicacion del Teorema de la Divergencia

Como ejemplo utilicemos el resultado de la seccién 4.4.1 En este vimos que la integral
de superficie (4.44) es

% A-do =187 (4.60)
S

Esta integral también puede calcularse utilizando el teorema de la divergencia, es decir,

%A-dcr:/ V- Adr. (4.61)
S 14

Vemos que

_ . - _0(6z2) 0QRx+y)  O(—=x)
V-A=V- [6zi+ 2z +y)j —zk] = o T ay + =5 =1, (4.62)

por lo que la integral de volumen (4.61) puede calcularse como

r=3 pl=w/2 ,py=8
fA-do’ = / (V~A)d7’:/ (l)dT:/ / / rdrdfdy
S Vv A% r=0 0=0 y=0

r2 =3 T 97
{2} . (5) (8) = 558 =29 =18, (4.63)

Este resultado coincide con el obtenido en el ejemplo de la seccién 4.4.1 tal como se espera
del teorema de la divergencia.

4.6. Teorema de Green

4.7. Teorema de Stokes. Interpretaciéon del rotacional

Si F (z,y,2) es un campo vectorial, C' es una curva cerrada y en cuyo interior se puede
definir una superficie S, como se muestra en la figura 4.5, entonces

/VxF-da:j{F-dr. (4.64)
S C

{ejemvol}

{teorot1}
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i =drk

Figura 4.5: Teorema de Stokes. Circuito C' y superficie S.

Este es conocido como el teorema de Stokes o del rotacional. Veamos la demostracién del
teorema de Stokes. Es posible descomponer la integral de linea en una infinidad de circuitos
C;. Como puede verse en la figura 4.6 las integrales de linea de dos circuitos contiguos se
cancelan en las ramas que comparten dado que estas se llevan a cabo en direcciones opuestas.
Se puede decir entonces que

?{CF-drzzi:fCiFdr. (4.65)

Ahora calculamos una integral de linea sobre uno de estos diferenciales de circuito C;

%F-dr = / F'dT1+/ F - dro
C; Ci1 Ciz

+/ F~d'r3+/ F . dry. (4.66)
Cig Ci4

Sobre cada diferencial de superficie podemos establecer un sistema de coordenadas zyz y
escribir las integrales de trayectoria anteriores como

/ F. dr1 + / F. d’f’2
C,;l Ci2
x+dx

r+dx
/ F(x,y,z)-idm—/ F (z,y+dy,z)-idx

x

r+dx
T Y
r+dx r+dx
- —F -1 = - _Fa: sy Yo
dy/z oy (z,y,2) - idx dy/m a9 (z,y,2)dx

0
= —dxdya—yFw (z,y,2) (4.67)

{stokes1}
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Figura 4.6: Teorema de Sokes. La supericie S estd formada por multiples superficies S;. Se
puede ver que la supericie S; estd contenida en el circuito C; que tiene los cuatro lados de
un cuadrado Ci1, Cia, Cig y Cla. {stokes2}

Anslogamente podemos ver que

/ F.-drs + }{ F -dry
Cig Ci4

y+dy y+dy
/ F(I+dx,y72)-jdy—/ F(x,y,2) - gdy
Y Yy

/nyrdy { [F (z,y,2) + dx%F(a:,y,z)] — F(2,y, z)} - jdy

y+dy o y+dy B
dx/ —F (z,y,2 ~jdy:dm/ —Fy (z,y,2)dy

= dxdy(%Fy (z,y,2) (4.68)

Sustituyendo (4.67) y (4.68) en (4.66) obtenemos

0 0
?i F - dr = dzdy [a—yFy (z,y,2) — 8_ny (z,y, z)] . (4.69)

El término entre brakets en la ecuacién anterior es la componente z del rotacional de F'.
También es la componente del rotacional a lo largo del vector de superficie do, = kdxdy,
entonces

j{F-dr:VxF-kdxdy:VxF-dU:/VxF-do-. (4.70)
Ci Si
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Sustituyendo este resultado en (4.65) obtenemos

fF~dr:Z/V><F-da:/VxF-do- (4.71)
c T Js; s

Con esto queda demostrado el teorema del rotacional.
Si aplicamos el teorema del rotacional para un circuito muy pequeno al rededor de un
punto, el teorema del rotacional toma la forma

%ler: lim VxF-do= lim VxF-nAS, (4.72)
eligiendo un diferencial de superficie paralelo al rotacional del campo F' tenemos que

F=1 — ¢ F -dr. 4.
V x HEOAS% dr (4.73)

Entonces podemos decir que el rotacional nos da una medida de que tango gira un campo
vectorial en torno a un punto. La direccién del rotacional es perpendicular al plano de giro.

4.8. Campo vectorial solenoidal

Se define como campo solenoidal a un campo vectorial cuyo rotacional es cero.
Veamos un ejemplo del teorema de stokes con el campo solenoidal dado por

F = —yi+xj. (4.74)

Si integramos este campo a lo largo de una trayectoria C' dada por la circunferencia de radio
a que se muestra en la figura 4.7 obtenemos que

2m
]{ F.dr = / (—asinfi + acosfj) - (—asinfi + acosbj) df
c 0

2m
/ a’df = 2ma®. (4.75)
0

Si calculamos primero el rotacional del potencial vectorial F' obtenemos que
V x F =2k (4.76)

y la integral de superfici sobre el disco S es entonces

a 2
/ VxF.-do= / / 2k - krdrdf = 2ma®. (4.77)
S 0 0

Se puede hacer la integral de superficie también sobre la semiesfera como se muestra en
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4 <

Figura 4.7: Teorema del rotacional: La integral sobre el disco es igual a la integral sobre la
{dispel} semiesfera.
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la figura 4.7. La integral sobre la semiesfera toma la forma

w/2 27
/VxF-dU = / V x F - u,r?sin0dfde
S 0 0

/2 27
= / / 2k - (sin @ cos ¢i + sin @ sin ¢j + cos Ok) 2 sin OdOd¢p
0 0

w/2 27
= 2ad® / / cos 0 sin 0dOde
0 0

/2
= 47m2/ cos 0sin 0df = 2ma® (4.78)
0

con lo que se prueba el teorema del rotacional para este ejemplo.

Es interesante notar que V x F no es cero y por lo tanto la integral de linea de F
es distinta de cero. Ademds, F' # V¢ entonces es imposible escribir a F' - dr como una
diferencial exacta. Sin embargo V - F' = 0, esta es precisamente la definicién de los campos
solenoidales.

4.9. Ecuacién de Laplace

Si un campo esta dado por el gradiente de un escalar
F =V (4.79)

y su divergencia es distinta de cero
V-F=q (4.80)

entonces la funcién escalar cumple la ecuacién de Laplace

V-V =Vip=1. (4.81)

4.10. Potencial escalar y vectorial

Como ya hemos visto, si el rotacional de un campo vectorial es cero entonces el campo
vectorial puede escribirse como el gradiente de un campo segin la ecuacién (3.39)

VxF = 0
F=Vo. (4.82)

Al campo escalar ¢ se le conoce como potencial escalar.
Si por otro lado, la divergencia de un campo vectorial es cero, entonces, de la ecuacién
(3.40), vemos que este campo debe ser el rotacional de algin otro campo

V-F = 0
F=VxA. (4.83)

El campo vectorial A recibe el nombre de campo vectorial.
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4.11. Teorema de Helmholtz

Como hemos visto, un campo vectorial puede ser:

Campo irrotacional . Su rotacional es cero y por lo tanto puede ser expresado como el
gradiente de un campo escalar

VxF = 0 (4.84)

F = Vo (4.85)

Campo solenoidal . Su divergencia es cero y por lo tanto puede expresarse como el rota-

cional de un campo vectorial

V-F = 0 (4.86)

F = VxA. (4.87)

El teorema de Helmholtz establece que cualquier campo vectorial puede escribirse como la
superposicién de un campo solenoidal y otro irrotacional de la forma

F=Vo+VxA. (4.88)

En el caso de un campo irrotacional A = 0 y en el caso de un campo solenoidal ¢ = 0.
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Capitulo 5

Tensores Cartesianos

5.1. Objetivos Especificos

1. Estudiar el anilisis tensorial

2. Estudiar algunas relaciones vectoriales utilizando las herramientas de tensores

5.2. Leyes de transformacién tensorial

Se puede distinguir a un tensor por su orden y su dimensién. Un nimero real es un tensor
de orden cero, un vector es un tensor de orden uno y una matriz es un tensor de orden 2.
Un vector tridimensional es un tensor de primer orden con dimensién tres. Una matriz de
3 x 3 es un tensor de segundo orden de dimension 3.
Los tensores se representan de la siguiente forma. La i-ésima, componente de un vector
A es
Ai=(A)

se dice que A; es un tensor de primer orden. El tensor A;; es un tensor de segundo orden,
Ajjk es un tensor de tercer orden y asi suscesivamente.

(5.1)

i

5.3. Operaciones algebraicas elementales

5.3.1. Producto y contraccién. Convenciéon de suma de Einstein

El producto B de una matriz M por un vector A puede representarse de manera vectorial
como

B; = ZM,»J»AJ-. (5.2)
J

La convencion de Einstein consiste en omitir el simbolo de la sumatoria siempre que dos
subindices se repitan. De esta manera, la ecuacién (5.2) puede escribirse como

B; = M;;A;. (5.3)

{prodtensi}
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La convensién de Einstein pide también que un indice no se repita mas de dos veces.
Cuando un indice se encuentra repetido se dice que este indice estd contraido.
Algunos ejemplos de productos de tensores pueden ser

Bijk: = ZMiljmk:nAlmn = Bijk = Miljmk:nAlmn; (54)
lmn
B = ZAijkMkij = B =AMy, (5.5)
ijk
By =) A;M;Cjx = Bip=AiM;Cjy. (5.6)

ij
5.3.2. Suma

La suma de dos tensores se da término a término. Por ejemplo, la suma de dos vectores
puede escribirse como

Ci=A; + B, (5.7)

la, suma de dos matrices como

Cij = Aij + Bij. (58)

La suma de dos tensores de cuarto orden puede escribirse como

Cijki = Aijri + Bijri- (5.9)

5.3.3. Producto

5.3.4. Simetria o antisimetria de un tensor

Supongamos que tenemos un tensor A;; de segundo orden. Este puede reescribirse como

1 1
Aij = B (Aij + Aji) + 3 (Aij — Aji) = Bij + Cjj (5.10)
donde
1
By = 5 (Aij+45) (5.11)
1
Cij = 3 (Aij — Aji) .- (5.12)

B;j es la parte simétrica del tensor ya que B;; = Bj; y C;; es la parte antisimétrica del
tensor ya que Cj; = —Cj;.

5.4. La delta de Kroneker y el tensor de Levi-Civita

El tensor delta de Kroneker se define de la siguiente forma

) =g
5”_{ 0 it (5.13)



5.4 La delta de Kroneker y el tensor de Levi-Civita 57

La propiedad mas interesante de la delta es que contraida con uno de los indices de un
tensor da por resultado el mismo tensor

Aijkl = Otm Aijkm.- (5.14)

El tensor de Levi-Civita se define como

0, i=j o i=k o j=k
€jk =< 1, ijk par . (5.15)
—1, 5k impar

Si cualquiera de los indices estd repetido €;;, = 0, si la permutacién ijk es par entonces

€55 = 1 y si esta permutacién es impar entonces €;;, = —1. Por ejemplo
€112 =0, €23 =1, €2z =—1,
€212 =0, €12=1, €321 = —1, (5.16)
€233 =0, €231 =1, €132 =—1

De la definicién del tensor de Levi-Civita es facil ver que

€ijk = €kij = €jki (5.17)

€ijk = —€jik = —€ikj- 5.18)

5.4.1. Representacién del producto punto

Si A y B son vectores y A; y B; son sus componentes, entonces, el producto punto de

ellos puede escribirse como

5.4.2. Representacion del producto cruz

El producto cruz de dos vectores A y B puede representarse en notacién tensorial como
(A X B)Z = EijkAjBk. (5.20)
De esta identidad puede deducirse la anticonmutacion del producto cruz

(A X B)z = EijkAjBk) = —Giijchj
= —EijkBjAk = — (B X A)1 (521)

En la seccién 1.8.3 estudiamos el triple producto dado por la ecuacién (1.46) que puede
ponerse en forma tensorial como

([AxB]xC), = ([C-AlB-[C-BJA),

CrArB; — CyBiA;

CrbmAmB; — CyoinBrA;

€iki€imnAmBnCl CrbimAmbni Bn — CroknBrnom:iAm
€iki€imnAmBnCr = (OkmOin — Okndim) AmBnCh. (5.22)

6jmnAWLB'rLGijk:C’k

ijiejmnAmBan
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Pasando el lado derecho de esta tdltima ecuacién a la izquierda y factorizando tenemos que
[€jki€jmn — (OkmOin — Okndim)] AmBrnCr = 0. (5.23)
Dado que los tensores A,,, B, y Ci son completamente arbitrarios,
€iki€jmn = OkmOin — OknOim, (5.24)
que renombrando los indices tiene la forma
€ijk€llm = 0;10km — OjmOki- (5.25)

Esta relacion es de gran utilidad en la deduccién de indentidades vectoriales o diferenciales
como las que se muestran en (3.34)-(3.42).

5.5. El operador nabla en terminos tensoriales

La i-ésima componente del operador gradiente puede representarse como

=Vi= . (5.26)

5.5.1. El gradiente de un escalar y un vector

Puede verse que el gradiente de un escalar es entonces
¢
8xi '
En varias ocasiones en el texto a surgido la derivada direccional de un vector A - VB que
en notacién vectorial puede escribirse como

(V) =Vip =

(5.27)

(A-VB), = 4,,B, - 4,-2L B, (5.28)
v al'j
y de esta puede verse que
vB), = LB, (5.29)
o0x;

5.5.2. La divergencia de un vector y de una matriz

La divergencia de un vector es el producto punto del operador nabla por el vector en-
tonces, en notacién vectorial

0
cA=V;A = —A,. .
\Y% Vi oz, (5.30)

De manera similar, la divergencia de un tensor de segundo orden o matriz seria
B; = VA (5.31)
y la de un tensor de orden superior puede escribirse como

{doblepsiloni}
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5.5.3. El rotacional de un vector

El rotacional de un vector es el producto cruz del operador nabla por un campo vectorial,
entonces
0
(V X A)i = GijijAk = €ijk87Ak- (5.33)
Ly
De las propiedades (5.17) y (5.18) pueden demostrarse facilmente las relaciones vectoriales

(3.39) y (3.40). Comenzamos con (3.39). El rotacional del gradiente de un escalar se escribe
como

2
(V x V), ijaijgai = fijkajjépm
2 2 2

—Gikjai(;;c = —Ez‘jkafk(;ij = _eijk(‘iraj;ck’ (5.34)

entonces , ,
eijk& = eijk(%‘ig’mk —0, (5.35)

entonces, el rotacional del gradiente de un campo escalar es cero

(V x V), =0. (5.36)

Similarmente, la divergencia de un rotacional puede escribirse en notacién tensorial como

o 0 0% A,
-VxA iik=— =—Ap = €jjk=———
v x eJka.’Ei (%cj k ijé)miaxj
D? Ay, DAy, 9 Ay,
—€jik e = €k — = — €k 5.37
€ k@xiaxj ejkaxjaa:i Ejkamiaxj ( )
En esta utlima expresién vemos que V -V x A es igual a su negativo
0% Ay 0% Ay,
iy = —€ip—— =0, 5.38
6”81181]— ¢ jkal’ial’j ( )
entonces
V-VxA=0. (5.39)
5.5.4. El laplaciano de un escalar y de un vector
El operador laplaciano es el producto punto de dos operadores nabla
g 0 0?
VZ=V.V= (5.40)

8xi 3:1?,' - 8951395,
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5.6. Algunas identidades

Veamos un ejemplo de como aplicar la relacién (5.25) en la demostracién de la identidad
(3.37). En forma tensorial, la identidad (3.37) puede escribirse como

(Vx[uxwv]), = €¢jk87j€kzmuzvm = €kij€klmaixjulvm
0 0
= (0i10jm — Gim0j1) (Um[)xjul + ulaxjvm>
LT I B
8xj i vi 8$j i i alL'j Y7 i 8xj vi
= (v-Vu), — (vV-u), + (uV-v)— (u- Vo), (5.41)

Uy

esto concluye la demostracién de (3.37).
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