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Capitulo 1

Soluciones de Series de
Ecuaciones Diferenciales:
Funciones Espaciales

1.1. La funciéon Gama

La funcién gama se puede definir como [1]

o0
I'(z) = /0 e 2. (1.1)
Integrando por partes puede verse que
oo - oo
F'z+1) = /0 e rdt = — [tPe”] 7 + Z/o e ft*lat
= 2I(2). (1.2)

Se puede ver que

De las ecuaciones (1.2) y (1.3) puede verse que
I'n+1)=nl (1.4)

Otra relaciéon importante es

1 > o0 2
r () = / e 't 2dt = 2/ e P dr =7 (1.5)
2 0 0

donde hemos hecho el cambio de variable 2 = t.
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Otra definicién alternativa de la funcién I' (2) es [2]

, 1-2-3...n .
P = i GG e (16)

Es facil notar que las propiedades (1.2) y (1.3) se observa de esta definicién. Veamos en
particular la propiedad (1.2).

nl
r 1) = I =
G+l = I e s et )"
lim = lim n! n
nooz4+n+1 noo(z41)(24+2)(24+3)...(2+n)
n!

z

z

= 1/
o 4+ 1) (24+2) (2+3).. . (z+n)
= 2I(2). (1.7)
Ahora vemos la propiedad (1.3)
(1) I n! 1
= 1m n
nﬂm1-2-3~4...n(n+1)
n!
= i 1
AT Y
!
—  lim n!(n+1)
n—o01-2-3-4...n(n+1)
1:2:3-4...n(n+1)
= 1’ :]_ ]..
nooo1-2-3-4.. .n(n+1) (18)

Ahora demostramos que ambas definiciones son equivalentes definiendo la funcién

{gamasd} F(z,n) = /On (1 — t>nt2_1dt. (1.9)

n

Dado que

n— o0 n

e!'= lim (1 - t) (1.10)

entonces

n t n (oo}
lim F (z,n) = lim (1 - ) t*~ldt = / e At =T (2). (1.11)
0 0

n—oo n—oo n
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En (1.9) hacemos el cambio de variable u = t/n e integrando obtenemos

F(z,n) = nz/o [(1—w)" v '] du

_ nzj{[u ) H Z:/Ola )" Qu“ldu}
- et { oo ) 1 ol
- WD [t
1
= GGy O e
R s T e A

n!
T T+ D(+2). . (-1 (z+n) (1.12)
entonces
A F(z,n) =T'(2). (1.13)

1.2. Propiedades de Series de Potencias

Una clase grande de ecuaciones diferenciales ordinarias poseen soluciones que se pueden
expresar, sobre un cierto intervalo, en términos de series de potencias y series relacionadas.
Antes de investigar métodos de obtencion de tales soluciones, repasaremos sin evidencia
ciertas propiedades ttiles de series de potencias.

Una expresién de la forma

Ao+ A1(x —x0)+ -+ Ap(x —20)" + -+ = Z Ap(x —x)" (1.14)
n=0

es llamada una serie de potencias y esta definida como el limite

N
lfim E Ap(z — )"
N—oo

n=0
para esos valores de z para el cual el limite existe. Para tales valores de x se dice que las
series convergen. En este capitulo suponemos que la variable x y los coeficientes son reales;
las series de potencias complejas se tratardn en el Capitulo 10.

{1}
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Para determinar que valores de « la serie (1.14) converge, debemos hacer uso del criterio
del cociente, el cual establece que, si el valor absoluto de la relacién del término (n + 1) al
término n-esimo en cualquier serie infinita se aproxima al limite p cuando n — oo, entonces
la serie converge cuando p < 1y diverge cuando p > 1. La prueba no es correcta si p = 1.
Una prueba més delicada establece que, si el valor absoluto de la misma relacién es limitada
por algun nimero o cuando n — 0o, entonces las series convergen cuando o < 1. En el caso
de las series de potencias (1.14) obtenemos

Ay,
p=lim [ ||z — wo| = Ll — o],
donde
Ap
L= lim ’ a2 (1.15)

si el ultimo limite existe. En este caso sigue que (1.14) converge cuando

o~ ol < 7
T—zx —
0t L
y diverge cuando
1
| — xo| > I
De esta manera, cuando L existe y es finito, un un intervalo de convergencia
1 1
To— —,To+ —
(o 7020+ L)

es determinado simétricamente alrededor del punto zg tal que adentro del intervalo la serie
converge y afuera del intervalo diverge. La distancia R = % es frecuentemente llamada el
radio de convergencia.

El comportamiento de la serie en el punto final del intervalo no es determinado por el
criterio del cociente. Pruebas utiles para la investigacién de la convergencia de las dos series
de constantes que corresponden a los puntos finales x = z¢ £+ R son:

(1) Si, en un punto final, los términos sucesivos de las series alternan en signo para
valores suficientemente grandes de n, las series convergen si después de una cierta etapa los
términos sucesivos siempre decrecen en magnitud y si el n-ésimo término se aproxima a cero
y la serie diverge si el n-ésimo término no tiende a cero.

(2) Si, en un punto final, los términos sucesivos de la serie son son de signo constante, y
si la relacién del termino (n + 1) al n-esimo termino puede ser escrita de la forma

N
n o n
donde k es independiente de n y 0,, es limitada cuando n — oo, entonces la serie converge
si k> 1y diverge si k < 1. Debe hacerce notar que esta prueba es aplicable atin en el caso
cuando k£ = 1, siempre que una expresién de la forma indicada pueda ser obtenida. Nos
referiremos a esta prueba como la prueba de Raabe.
Ejemplo.Para ilustrar, consideramos la serie
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S (1'2'3"'71)(1:—@)”
nz::l(a+1)(a+2)(a+3)...(a+n),

donde « no es un integrador negativo. En este caso obtenemos

1
L= lim |L\:1
n—oo OZ+7’L+1

Por lo tanto el intervalo de convergencia esta dado por |x —a| <1 o

a—1<zx<a-+l.

Cuando = = a — 1, el signo de los terminos sucesivos alternan cuando n > —a. Aparte
del signo algebraico, el n-esimo término is entonces
n! _ nll(a+1)
(a+1)(a+2)(a+3)---(a+n) T(a+n+1)

Alusién a la Ecuacién (61) del Capitulo 2 muestra que esta relacién es aproximada por
I(a+1)n~% cuando n es grande, y por lo tanto se aproxima a cero mientras n se incrementa
solo si @ > 0. De esta manera las series convergen en x = a — 1 si @ > 0, y de otra manera
diverge en z = a—1. Cuando = = a+1, los t’erminos son de signo constante cuando n > —a.
La relaciéon de términos consecutivos es entonces

n+1 ! ala+1)

n+a+1 =1 n nn+a+1)
Por lo tanto, para la prueba de Raabe con 6, = [a(a + 1)n]/(n + a + 1), la serie converge
enz=a+1sia>1y deotro modo diverge en z = a + 1.

Se podria hacer notar que si L es cero el intervalo de convergencia incluye todos los
valores de x. De cualquier modo, si L es infinita, la serie converge solo en el punto x = xg.
De todos modos el limite L existe, es sabido que siempre, para las series de potencias (1.14),
o las series de potencias convergen solo cuando x = xg, o las series convergen en todas
partes, o existe un nimero positivo R tal que las series convergen cuando |z — zo| < Ry
divergen cuando |z — xo| > R.

Podria suceder que las series (1.14) contubieran solo términos para los cuales n es una
integral multiple de un niimero entero N > 1, y por lo tanto es de la forma

AO —+ AN(.’L‘ — J?Q)N —+ AQN(J? — .I‘O)ZN 4+ ... = ZAICN(J; — .Ijo)kN, (116)
k=0

o es un producto de una potencia de x — zy y semejante a una serie. Los ejemplos son
proporcionados por las series

xz SU4 oo X ka
coslefaJrZJr"':I;)(*l) 20! (2] < o0)

{3}
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14 22 6 10 o 4
log T :2(352—1—%—}—%—1-”-):2;522 i (|lz| < 1),
k_

E
1— 22 02k+1

para el cual N = 2 y 4, respectivamente. En tales casos, la relacion % esta indefinida para

n
infinidad de valores de n. El valor absoluto limitado de la relacién de términos sucesivos es

. AN
pn = U |7( +1) |z — 20N = Ly|z — z0|V,
k—o0
donde
Ags1)N
Ly = lim | ———— 1.17
o= Jim = (1.17)
si ese lfmite existe, y la serie converge cuando Ly|x — xo|Y < 1, 0
1
|z — z0| < (1.18)

VLn

Una propiedad util particular de las series de potencias es el hecho de que las series de
potencias convergentes pueden ser tratadas, por muchas propuestas, en el mismo sentido
como polinomios. Dentro de su intervalo de convergencia, una serie de potencias representa
una funcién continua de = de derivadas continuas de todos los ordenes. Dentro de este
intervalo, una serie de potencias puede ser integrada o deferenciada término por término,
como en el caso de un polinomio y la series resultantes convergeran, en el mismo intervalo,
a la integral o derivada de la funcién representada por la serie original. Ademads, dos series
de potencias en x — xy pueden ser multiplicadas juntas término por término y las series
resultantes convergeran al producto de las funciones representadas por la serie original,
dentro del intervalo general de convergencia. Una declaracion similar aplica a la divisiéon de
una serie por otra, estipulo que el denominador no es cero en xg. Aqui la serie resultante
convergerd a la relacién en algun subintervalo del intervalo general de convergencia.

Para la declaracion de la multiplicaciéon de término por t’ermino de la serie de potencias,
es decir (tomando zg = 0 por simplicidad) que, si

f@) = aa’ (o] < Ry)
=0

gl@) = bie?  (lz] < Ry),
j=0

donde Ry y R son positivas, entonces

f@)g) = O aix') (D bjal) =Y epak,
i=0 J=0 k=0

al menos para |z| < min(R;, Ry), donde
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¢k = aoby +aibp_1 + -+ arby

k
{6} => ap" (1.19)
1=0

Con respecto a la division de serie de potencias, es decir que bajo la misma suposicion, junto
con el requerimiento de que by # 0, tenemos

f(x) Zc‘fo a;x’ - k
=S5 == ) dpz”,
o) TS 2

en algin intervalo |z| < R, donde las d’s son determinadas por las relaciones

i
ai =Y bipd* - (i=0,1,2,...). (1.20) {7}
k=0
Ya que estas condiciones toman la forma

ap = bodyo,
ay = bidy + body,

yag = bady + boldy + bods,

sigue que, con by # 0, la primera ecuacién nos da dy, el segundo nos da dy, y asi sucesiva-
mente.

Ahora se supone que las series Y~ A, (z — x)" converge en un intervalo no cero
alrededor de x — g y por lo tanto representa una funcién, dicha f(z), en el intervalo,

fl@) =) An(x—=zo)™. (121) {8}
n=0

Entonces, diferenciando ambos lados de la Equation (1.21) k veces y estableciendo x — x
en el resultado, obtenemos

f®(xo) = KA, (k=0,1,2,...),
y por lo tanto (1.21) se convierte en
O f(n)
fa) = 3 L0 gy (122) (5)

n!
n=0
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Esta es la llamada serie de Taylor expancién de f(x) aproximando x = xg. Es claro que
no todas las funciones poseen tal expansién, ya que, en particular, a fin de que (1.22) sea
definida, todas las derivadas de f(x) deben existir en = xp. Una funcién que posea tal
expansion se dice que es regular en x = xq., tiene solamente una expansi’on en potencias
de x = xg y esa expansién esta dada por (1.22).

Si f(z) y todas sus derivadas son continuas en un intervalo incluyendo x = zg, entonces
f(z) puede ser expresado como una serie de Taylor finita mas un restante, en la forma

N-1 (n) z
f) =3 EE00) 0yt Ry, (1.23)
n=0 :

De aqui Ry, lo restante después de N términos, esta dado por

(N)

Ru(z) = fT!@(x —z0)", (1.24)
donde & es un punto en el intervalo (xg,z). Para mostrarlo la expansién (1.22) es valida,
por lo tanto f(x) es fijo en zg, debemos mostrar que Ry(x) =— 0 como N — oo para
valores de z en un intervalo incluyendo = xy. Una prueba la cual es mucho mas facilmente
aplicada y la cual es suficiente en el caso de méas funciones ocurriendo en practica consiste
en determinar si la serie formal en la Ecuacién (1.22) converge en un intervalo alrededor de
r = Xg.

Parece ser, en particular, que cualquier polinomio en x es fijo para toda z. Ademads,
cualquier funcidn racional (razén de polinomios) es fijo para todos los valores de z los
cuales no son ceros en el denominador.

1.3. Ejemplos Ilustrativos
Para ilustrar el uso de series de potencias para obtener soluciones de ecuaciones deferen-
ciales, primero consideramos la solucién de tres ecuaciones lineales especificas de segundo

orden.
(1) Para resolver la ecuacién diferencial

Ly = —y=0, (1.25)

proponemos una solucién de la forma

y=Ag+ A1z + Asx® + Agx® + Aga* + Asz® + - -

y asumimos que las series convergen en un intervalo incluyendo x = 0. Diferenciando dos
veces término por término, entonces obtenemos

d2
d—mz =245 + 6432 + 124427 + 20A52° + - - - .

Con la forma asumida para y sigue que
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Ly = (245 — Ag) + (643 — Ay)x + (1244 — Ap)a® + (2045 — Az)a® +--- = 0.

A fin de que esta ecuacién sea valida sobre un intervalo, es necesario que los coeficientes de
todas las potencias de x desaparescan independientemente, dando las ecuaciones

924y = Ay,  6As=A,, 124, = Ay, 2045 = Az, .-,

de la cual sigue que

1 1
Ay = §A0, Az = EAL
1 1 1 1
A== gpdo A= gpd = e

Entonces la solucion se convierte en

1 1 1 1
—Ag(1+ S22 4+ —2% 4. .. A Zpd e S ),
Yy o +2x +24x+ )+ 1(:c+6x +120x+ )

Se observa que los coeficientes Ay y A7 son indeterminados, y por lo tanto arbitrarios, pero
esa sucesion de coeficientes son determinados en términos de ellos. La solucion general es de
la forma

y = Aoug (z) + Arus ()

donde uq(z) y uz(z) son dos soluciones linealmente independientes, expresadas en serie de
potencias, de las cuales los primeros tres términos han sido obtenidos. Los términos encon-
trados podrian ser reorganizados como los primeros términos de las series representando las
soluciones conocidas cosh x y sinh x. respectivamente.

Un més compacto y conveniente procedimiento usa la notaciéon de sumatorias en lugar
de no escribir ciertos términos de la serie. De esta manera escribimos solucién supuesta en
la forma

oo
Yy = Z Akl’k
k=0

y se obtiene, por diferenciacion,

d?y

-— = k‘(k‘ — 1)Akxk_2.
2=
dx =

Entonces sigue

Ly = i E(k—1)Agzh=2 — iAkxk =0.

k=0 k=0

A fin de reunir los coeficientes de las propias potencias de x, cambiamos los indices de la
sumatoria de tal modo que los exponentes de x en las dos sumatorias sean iguales. Para
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este propdsito podriamos, por ejemplo, remplazar k por k — 2 en la segunda sumatoria, de
manera que se convierte en

Z Ay _ Qx ZAk 2$ »
2—

k—2=0

y por lo tanto

Ly—Zk —1Aka: ZAk 2.’[7 “2=9

k=0
Ya que los dos primeros términos (k = 0,1) de la primera sumatoria son cero, podriamos
remplazar los I'imites mas bajos por k = 2 y entonces combinar las sumatorias para obtener

o0
Ly = [k(k—1)A, — Ag_o]a* "2 = 0.
k=2
Evaluando para cero los coeficientes de todas las potencias de x involucradas en esta suma-
toria, obtenemos la condicién

k(k—1)Ap = Aj_s (k=2,3,...).

Esta condicién es conocida como la formula de recurrencia para Ajy. Esta expresa cada
coeficiente Ay para el cudl k = 2 como un multiplo del segundo coeficiente precedente Ay_o
y se reduce a las condiciones previamente determinadas cuando k = 2,3,4, y 5.

(2) Como un segundo ejemplo consideramos la ecuacién

2
Ly=x32+(x2+x)%—y=0. (1.26)
Suponiendo una solucién de la forma
(oo}
y=> A,
k=0
obtenemos

= iAkxk_17 dx2 Z -1 Akm ,
k=0

y por lo tanto

Ly = i k(k —1)Agz® + i kAR it + i kApa® — kiAkxk~
=0

k=0 k=0 k=0
La primera, tercera y cuarta sumatoria podrian ser combinadas para dar

oo o0

D (k1) + k- 1Awb =) (k7 — 1) Aga®,

k=0 k=0
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y por lo tanto sigue

Ly= Z(k2 — 1Az + Z kApzktt
k=0 k=0

A fin de combinar estas sumas, reemplazamos k por k — 1 en la segunda, para obtener

Ly=> (K — D)Aga" +> (k- 1)Ap_12*.
k=0 k=1

Ya que el rango de las sumas difiere, el término correspondiente a k = 0 debe ser extraido
de la primera suma, después del cual el resultado de la primera suma puede ser combinado
con la segunda. De este modo encontramos

Ly=—Ao+ Y _[(K* — 1) Ay + (k — 1) Ap_1]a*.
k=1

A fin de que Ly pueda desaparecer identicamente, el término constante,ademds de los coe-
ficientes de las potencias sucesivas de z, deben desaparecer independientemente, dando la
condicién

AO =0

y la formula recurrente

(E=D[(k+1)Ax +Ap1] =0 (k=1,2,3,---).

La formula de recurrencia se satisface identicamente cuando k = 1. Cuando k 2 2, esto se
conviente en

A1
A = — k=92.34.-..).
k k+1 ( 737 ) )
Por lo tanto obtenemos
A1 A2 Al A3 Al
A = —— A = —— = — A = - = — ..
2 30 3 4 3.4 5 3.4-5

Asi en este caso Ay = 0, A; es arbitraria, y todos los coeficientes subsecuentes son determi-
nados en términos de A;. La solucidn se convierte en

2 .’II3 11,‘4

= A — -
y=Alr- 3ty -305

Si esta solucién es puesta de la forma

_|_)

24, (x2 x3 n x*r 2b +o)
ooz 20 31 4 5!
24, x x2 x

y:7[a:—1+(1—ﬁ+§—§+1+---)},
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las series en parentesis en la forma final es reconocida como la expansién de e™*

biendo 241 = ¢, la solucién obtenida podria ser puesta en la forma

, y, escri-

e T—1+4=x
- .

y=c

En este caso solo una solucién fue obtenida. Este factor indica que cualquier solucin li-
nealmente independiente no puede ser expandida en serie de potencias aproximando x = 0.
Aunque una segunda solucién podria ser obtenida por el método de la Seccion 1.10, un
procedimiento alternativo dado en una siguiente seccién es aplicado mas facilmente.

(3) Como un ejemplo final consideramos la ecuacién

d?y

Lyzzi"@ﬂ/:o. (1.27)
Otra vez suponiendo una solucién de la forma
y=>_ A,
k=0
obtenemos
Ly = Z k(k —1)Apa® ! + Z Apa®.
k=0 k=0

Si k es reemplazada por k — 1 en la primera suma, entonces

Ly=> (k—=1)(k—2)Ap 12" + > Aa?
k=1

k=0

Ly= Ao+ Y [Ak+ (k= 1)(k — 2)Ap_]a*.
k=1

La condicién Ly = 0 entonces requiere que

AOZO

y que los coeficientes sucesivos satisfagan la formula de recurrencia

Ap=—(k—1)(k—-2A_, (k=12...).

Para k =1y k = 2, la formula de recurrencia da A; = Ay = 0; y ya que, de este punto, las
condiciones establecidas expresan cada A como un multiplo del procedimiento uno, siguiendo
que todas las A’s deben ser cero. Por lo tanto la tnica solucién obtenida es la trivial y = 0.
Por consiguiente la ecuacion posee soluciones triviales, las cuales son fijos en x = 0.

Después procedimos a una clasificacion de tipos de ecuaciones diferenciales lineales de
segundo orden, y a un estudio de diferencias basicas entre los tres problemas hasta aqui con-
siderados.
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1.4. Puntos Singulares de Ecuaciones Diferenciales Li-
neales de Segundo Orden

Si una ecuacion diferencial lineal homogenea de segundo orden es escrita en la forma
estandar

2
% + al(x)% +az(z)y =0, (1.28)
el comportamiento de soluciones de la ecuacién préxima a un punto x = xg es establecido
para depender del comportamiento de los coeficientes a1(z) y az(x) prloximo x = zy. El
punto z — xg es expresado para ser un punto ordinario de la ecuacion diferencial si ambos
ay(x) y as(x) son fijos en & — xg, es decir, si a1(z) y az(x) pueden ser expandidos en serie
de potencias en un intervalo incluyendo = — xg. De lo contrario, el punto aq(z) y as(x) es
expresado para ser un punto singular de la ecuacion diferencial. En tal caso, si los productos
(r —x0)a1(x) y (xz — z0)%az(x) son ambos fijos en x — x¢, el punto x — zg es expresado para
ser un punto singular fijo; de lo contrario, el punto es llamado un un punto singular no fijo.

Como ejemplo, podemos notar que para la primera ecuacién diferencial de la seccién
precedente, a1 (z) = 0y az(x) = —1. De esta manera, todos los puntos son puntos ordinarios.
En el segundo ejemplo los coeficientes aj(z) = 1+ 271 y az(r) = —2~2 no puede ser
expandido en potencias de z, pero puede ser expandido en serie de potencias préximo a
cualquier otro punto x — xg. De esta manera el punto x = 0 es el Unico punto singular. Ya
que los productos zai(z) = x + 1y 22az(x) = —1 son fijos en = = 0, sigue que el punto es
un punto singular fijo. En el tercer caso el punto x = 0 es facilmente observable que es un
punto singular no fijo. Similarmente, para la ecuacién

2
(1 — x)2% —22%(1 - x)% +3y =0,
puede ser verificado que x = 0 es un punto singular no fijo y x = 1 es un punto singular fijo.
Todos los deméas puntos son ordinarios.

Cuando los coeficientes aj(x) y az(x) en la forma estandar (1.28) son relaciones de
polinomios, puntos singulares pueden ocurrir solo cuando un denominador es cero, asi que,
al menos de que el numerador también desaparesca, el coeficiente correspondiente no es
finito. La mayoria de las ecuaciones consideradas en este texto seran de este tipo.

No obstante, un punto singular también podria ocurrir cuando a1(z) o az(x) llegen a ser
infinito en cualquier otra forma, o ain en la ausencia de tal comportamiento. Por ejemplo, si
ay(x) = (z — 1)%/3, se observa que a}(x) llega a ser infinito cuando = — 1, asf que a;(z) no
puede ser expandida en serie de potencias de —1. Ya que la funcién (z—1)a; (z) = (z—1)7/3
tampoco puede ser expandida, sigue que la ecuacién diferencial (1.28) tiene, de hecho, un
punto singular no fijo en z = 1 cuando a;(z) = (z — 1)%/3.

Esto mostrard que, si & = x es un punto ordinario de (1.28), entonces la ecuacién posee
dos soluciones linealmente independientes las cuales son fijas en x = x¢, y por lo tanto ambas
son expresables en la forma Y ;2 ) Ay (z —z0)". Si z = ¢ es un punto singular fijo de (1.28),
esto mostrard que la ecuacién no necesariamente posee cualquier solucién no trivial la cual
es fija proxima a x = x(, pero que al menos una soluciéon existe de la forma

{15}
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o0
y=(r=u1x0)° Z Ap(x — x0)".
k=0
donde s es un nimero determinable el cual podria ser real o imaginario. Tal solucién es fija
en x = x( solo si s cero o un entero positivo. Si = xy es un punto singular fijo de (1.28),
el problema es més complejo; una solucion no trivial de este tipo podria o no podria existir.
Como ejemplo, la ecuacién
d*y dy
2
Tt 14+2z)— =0
dx? + )dx
tiene un punto singular no fijo en z = 0. La solucién general es

y = c1et/® 4 cy;

por lo tanto la solucién y = constante es

d2y dy
4 3
dxz? dx

también tiene un punto singular no fijo en z = 0 y tiene la solucién general
1 1
Y = €181 — + Cg COS —;
x x

Por consiguiente de la naturaleza de estas funciones que esta ecuacién tampoco tiene
una solucién fija no trivial en £ = 0 ni una solucién expresable in la forma mas general

o0
y=2a° Z Apa®.
k=0

1.5. El Método de Frobenius

En esta seccién restrinjimos nuestra atencién a las soluciones validas en la vecindad del
punto x = 0. Soluciones validas aproximadas a un punto maés general x = xy podria ser
obtenido de una forma analoga, aunque para este proposito es frecuentemente més conve-
niente primero remplazar x — xy por una nueva variable ¢ y entonces determinar soluciones
de la ecuacién diferencial transformada proxima al punto ¢t = 0.

En vez de reducir una ecuacién lineal de segundo orden a la forma estandar (1.28),
es frecuntemente mas conveniente usar una forma la cual es, para algunas expansiones,
despejado de fracciones, particularmente si a1(z) o az(z) es la relacién de dos polinomios.
Por esta razon, investigar la naturaleza de soluciones validas proximas a x = 0, supone que
la ecuacion ha sido puesta en la forma

Py 1 dy 1

donde R(z) no desaparece en algun intervalo incluyendo a x = 0. Tambié suponemos que
P(z), Q(x) y R(x) son fijos en z = 0. Entonces, con la notacién de (1.28), los productos
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P(x) _

zaq(z) = R Y z2ay(z) =

_ Q)
R(x)

son fijos en z = 0, y este punto tampoco es un punto ordinario o, en el peor de los casos,
un punto singular fijo de la ecuacién diferencial.

Es conveniente suponer también que la ecuacién original haya sido dividida por una
constante conveniente as{ que R(0) = 1. Entonces podremos escribir

P(I):P0+P1£C+P21‘2+"‘7
Q(iﬂ) :Q0+Q1x+Q2x2+---, (130) {17}
R(z) = Ry + Ryz + Roa® + - - -,

las series convergiendo en algun intervalo incluyendo x = 0.

Intentamos encontrar soluciones no triviales las cuales son de la forma de una serie de
potencias en x multiplicada por una potencia de z,

y=2x° Z Apa® = Aga® + Ayttt 4+ Agz® T2 4o (1.31) {18}
k=0

donde s ha sido determinado. El nimero A es ahora, por suposicion, el coeficiente del

primer término en la serie, y por lo tanto no debe desaparecer. Sustituyendo dentro del
miembro del lado izquierdo de (1.29) entonces da

Ly=(1+ Rz + Roa® +---) x [s(s — 1) Agz* 2

+(s 4+ 1)sA1z" 4 (s +2)(s + 1) Agz® + -]

+(Py+ Pix + Pox® + -+ ) x [sApz 2 + (s + 1) A1z + (s + 2) Apa® + - - -]

+(Qo + @1z + Qaa® + -+ ) x [Agz®? + A12® ! + Azt + -],

0, depués de multiplicar término por término y colectando los coeficientes de potencias
sucesivas de =,

Ly=[s(s—1)+ Pys+ Qo] Aox* 2+ {[(s + 1) s
+ P, (S + 1) + Qo] A+ [Rls (S — 1) + Pis+ Ql] AQ} 251 (1 32)
+{l(s+2)(s+1)+Py(s+2)+Qo]As+[Ri(s+1)s+ P (s+1) ’

{19}
+Q1] A1 + [Ras (s — 1) + Pos + Qo] Ag}2° + - - - .
A fin de abreviar esta relacién, a continuacién definiremos las funciones
f(s)=s(s—1)4+ Pys+ Qo= s>+ (Py —1)s + Qo (1.33) {20}

gn(s) = Ru(s—n)(s—n—1)+ P,(s—n) + Qn
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gn(8) = Ry(s —n)* + (P, — Rp)(s —n) + Qn. (1.34)

Con esta notacién, la Ecuacién (1.32) entonces se transforma en

Ly = f(s) Aox* > + [f (s +1) A1 + g1 (s +1) Ag] *~*
+[f(s+2)Ax+g1(s+2) A1+ g2 (s +2) AoJ 2™ + -+ (1.35)
+ [f (s+2) Ak+z::1 Jn (S—G—k)Ak_n} psTh=2 4

A fin de que (1.29) sea satisfecha in un intervalo incluyendo = = 0, esta expresién debe
desaparecer identicamente, en el sentido que los coeficientes de todas las potencias de x en
(1.35) debe desaparecer independientemente. La desaparicién del coeficiente de la potensia
més baja 2° 2 da el requerimiento

f(s)=0 o s>+ (Ph—1)s+Qo=0. (1.36)

Esta ecuacién determina dos valores de s (el cual podria no obstante ser igual) y es llamada
la ecuacion indicial. Los dos valores de s, los cuales especifica los exponentes de los términos
principales de soluciones de series posibles de la forma (1.31), son llamados los exponentes
de la ecuacion diferencial en x = 0.

Para cada semejante valor de s, la desaparicién del coeficiente de z°~! en (1.35) da el
requerimiento

f(S+1)A1 = —91(8+1)A0
y por lo tanto determina A; en términos de Ag si f (s + 1) # 0.Continuando, la desaparicién
del coeficiente de z° en (1.35) determina a Ay en términos de A; y Ao,
f(s+2) Az = —g1(s +2) A1 — g2(s + 2) Ao,

y por lo tanto en términos de Ay, si f (s + 2) # 0.
En general, la desaparicién del coeficiente de x
de recurrencia

stk=2 ¢] la Ecuacién (1.35) da la formula

k
Fls+k)Ar==> gu(s+k) A (k21 (1.37)

n=1

el cual determina cada Ay en términos del procedimiento de A, y por lo tanto en términos
de Ay, si por cada entero positivo k la cantidad f (s + k) no es cero.

Asi, si dos valores diferentes de s son determinados por (1.36), y si para cada valor
semejante de s la cantidad f (s+ k) nunca es cero para cualquier entero positivo k, los
coeficientes de dos series de la forma (1.31) son determinados y estas series son soluciones
de (1.29) en sus intervalos de convergencia. En tales casos, si la solucién obtenida con s = s;
es denotada por Agu; (z) y que con s = sy por Agus (), entonces la solucién general puede
ser expresada en la forma y = ciju; () 4+ coug (). A continuacién investigaremos los casos
exceptionales.

Sean entonces las raices de la Ecuacién s = s1 y s = s3, donde

{21}
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(1 — Pp)® — 4Qo,

s1=150 45
82:%—% (1—P0)2—4Q0.

(1.38)

El primer caso excepcional es entonces el caso cuando los exponentes s; y s son iguales,

(1—Py)* —4Qo =0. (1.39)

En este caso solo una solucién de la forma (1.31) puede ser obtenida.

Ahora suponiendo que los dos exponentes son distintos. El segundo caso excepcional
podria entonces aparecer si f (s; + k) o f (s2 + k) desaparecen para un valor entero positivo
de k, se dice que k = K, asi que (1.37) no puede ser resuelta por el coeficiente A;. Con la
notacién de (1.38), tenemos

f(s)=(s—51)(s— s2)

y por lo tanto

fs+k)=(+k—s1)(s+k—s2),

donde el cual sigue

fls1+k)=klk+(s1—s2)],  f(sa+k)=k[k—(s1—s2)]. (1.40)

Si s1 es imaginario y los coeficientes Py, Qk, y Ry son todos reales, entonces s es el niimero
complejo conjugado. Por lo tanto en este caso s; — so es imaginario y las expresiones en
(1.40) no pueden desaparecer para ningtin valor real de k excepto k = 0. Después se supone
que s; y sg son reales y distintos, y que s; > so. Entonces, ya que s; — s2 > 0, sigue que
f (s1 + k) no pueden desaparecer para k = 1y que f (s2 + k) puede desaparecer solo cuando
k = s1—s9. Ya que k podria tomar solo niimeros enteros positivos, esta condicion es posible
solo si s1 — s es un entero positivo. Si s; = sa, entonces f (s1 + k) no puede desaparecer
cuando k 2> 1.

De esta forma observamos que si los dos exponentes s1 y so no difieren para cero o para
un entero positivo,dos soluciones diferentes de tipo (1.31) son obtenidas. Si los exponentes
son iguales, es obtenida una solucion semejante, mientras que si los exponentes difieren para
un entero positivo, es obtenida una solucidn del tipo (1.31) correspondiente al exponente mds
grande.

Es sabido (ver, por ejemplo, Referencia 6 del Capitulo 1) que el intervalo de convergencia
de cada serie asi obtenida es al menos el intervalo mds amplio, centrado en x = 0, dentro
del cual las expansiones de xay (x) y x%as (x) en potencias de x ambos convergen, con el
entendimiento natural de que el punto x = 0 este mismo debe ser excluido cuando el
exponente (s; o0 $2) es negativo y tiene una parte real negativa.

Cuando x es compleja, cada serie infinita converge a una solucién en un circulo en el
plano complejo, con centro en el origen y radio al menos la distancia a la singularidad
mas cercana de aj (z) o ag (), y con el centro suprimido cuando es necesario. La solucién
entonces se dice que tiene un polo y el origen cuando el exponente asociado es un entero
negativo, asf como en los casos excepcionales (Seccién 5) cuando la funcién logz es incluida
(ver Capitulo 10).

{26}
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Si s1 — so = K, cuando K es un entero positivo, entonces cuando k£ = K la formula de
recurrencia (1.37) se convierte en

K
(s—s2)(s—sa+ K)Agk == gn(s+K)Ax_n. (1.41)

n=1

De esta manera, como hemos observado, el miembro izquierdo desaparece cuando s = s,
y la ecuacién no puede ser satisfecha por cualquier valor de Ax al menos pasa que el
miembro derecho también es cero, en este caso el coeficiente Ax es indeterminado, y por lo
tanto arbitrario. Si esta condicién existe, una solucién del tipo (1.31) es entonces obtenida,
correspondiente al exponente menor s, el cual contiene dos constantes arbitrarias Ay y Ak,
y por lo tanto es la solucion completa. Asi concluimos que, si los exponentes difieren por un
entero positivo, solamente una solucién puede ser obtenida por el exponente méas pequeno
o son obtenidas dos soluciones independientes.

En el dltimo caso las dos soluciones asi obtenidas entonces deben incluir la solucién
correspondiente al exponente més grande como el coeficiente de Agx. Es importante hacer
notar que esta es la situacion, por ejemplo, cuando x = 0 es un punto ordinario. Ya que en
este caso uno tiene Py = Qg = Q1 = 0, y por lo tanto s1 =1, s =0,y K = $1 — s = 1.
Asf la Ecuacién (1.41) se convierte en

8(S+1)A1 = —01 (S—f—l)Ao
= — [R182 + (P1 — Rl) S] Ay
= —S8 [Rls + (P1 — Rl)] AO

y cuando s = s = 0 la formula de recurrencia es identicamente satisfecha, dejando a
A; ademds de Ag arbitrarios. Asi, cuando v = 0 es un punto ordinario, dos soluciones
linealmente independientes son requlares en x = 0 son obtenidas.

La precedente derivacién detallada fue propuesta para el objetivo de investigar la exis-
tencia de soluciones de series del tipo asumido. Aunque las formulas obtenidas pueden ser
usadas directamente por la determinacion de los coeficientes, una vez que las funciones f (s),
g1 (8), g2 (s), ... son identificadas, es usualmente preferible obtener la ecuacién indicial y
las formulas de recurrencia en practica real para una sustitucién directa de la serie asumida
dentro de la ecuacién diferencial, escribiendo en cualquier forma conveniente.

Para ilustrar la aplicacién del tratamiento precedido, otra vez consideramos el segundo
ejemplo, Ecuacién (1.26), de la Seccién 2. Asi buscamos soluciones de la ecuacién

de la forma
oo o0
y=a’ Z Apa® = Z Apzhts.
k=0 k=0

Por sustitucién directa en la ecuacién diferencial, sigue que

= (52 — z® 3 s 2 s - bkt
Ly=(s*—1) A +k§_:1{[(+k) 1 A+ (s + k= 1) Ay f bt
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Por lo tanto la ecuacion indicial es

$2-1=0

y la formula de recurrencia es

[(s+k)2_1] Ap+(s+k—1)Ap1=0

(s+k—1)[(s+k+1)Ar+Ar1] =0 (k=1).

Los exponentes s; y s2 son +1 y —1, respectivamente. Ya que difieren por un entero, una
solucié del tipo requerido es asegurada solo cuando s el valor mas grande +1.
Con s = +1, la formula de recurrencia llega a ser

k [(k + 2) A+ Ak—l] =0,

o, ya que k = 0,

Ap—1
A =— k=1).
F=Trr2 k2D
De esta manera uno tiene
A1——&, A2:ﬁ7 - _ Ao R
3 3-4 3-4-5

y por lo tanto la solucién correspondiente a s = 1 es

A A A
y:x(AO_O.T‘i_O.’Ez_ 0 x3+.)

3 3-4 3-4-5

.’E2 1'3 CU4
- A _ _
°<“T 37317 345" >

e
:2A0u7
X

de conformidad con el resultado obtenido previamente.
Con s = —1, la formula de recurrencia llega a ser
t(k—2) (kA + Ap—1) =0 (k=1).

Es importante hacer notar que el factor k£ — 2 no puede ser cancelado excepto en el entendi-
miento de que sea k = 2. Esto es, cuando k = 2, la forma correcta de recurrencia es 0 = 0.
Si k =1, sique que

A = —A,.

Si k = 2, la formula de recurrencia es identicamente satisfecha, asi que Ao es arbitraria. Si
k 2 3, la formula de recurrencia puede ser escrita en la forma
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A
Ap =21 (k23)
k
Si tomamos As = 0, entonces sigue que Az = Ay = --- =0, y la solucién correspondiente a
s = —1 simplemente se conviente en
1—2

y:x_l (Ao—on) :AO - .

La solucién general de la ecuacién dada es entonces una combinacién lineal de las dos
soluciones asi obtenidas, por lo tanto puede ser tomada convenientemente en la forma

x x? _
yzclm(1—3+3_4—~--> + et (1 —2)
—r—1 1-—
22016 +x+62 xy
x x
o0, alternativamente,
e " 1—=x
y=Ci—+Cs ;
x x

donde C; = 2¢1, y Cy = ¢o — 2¢;. La unica solucién regular en x = 0 es la formalmente
obtenida,

et —1+4x
. .

y = 2c

Puede ser verificado que si Ay es dejado arbitrariamente, la solucién correspondiente al
exponente —1 es la suma de Ay veces los dos términos de la solucién obtenida y As veces la
solucién de series infinitas correspondiente al exponente +1.

Para el proposito de eficiencia computacional, cuando s y sa difieren por un entero
positivo K, esto usualmente es conveniente explorar primero la situaciéon correspondiente al
exponente mds pequerio, puesto que entonces se una solucién no trivial es obtenida con s = s
serd permisible dejar ambos Ax y Ag arbitrarios en esta solucién, y asi obtener la solucién
general sin necesidad de proceder a una determinaciéon con s = s;. Una comprometida
equivocaci’on frecuente, la cual vicia esta posibilidad, consiste en dividir ambos miembros
de la formula de recurrencia por k — K y entonces colocar k = K en el resultado (y por lo
tanto dividiendo entre cero).

1.6. Tratamiento de Casos Excepcionales

Primero consideramos el caso de exponentes iguales, e intentar determinar una segunda
solucién la cual es independiente de la obtenida por el método de Frobenius. Aunque este
resultado podria ser acompletado con el método de la secci’on 1.10, el método por ser dado
es usualmente mas facilmente aplicado.

En vez de primero introducir el valor del repetido exponente s; dentro de la férmula de
recurrencia (1.37) y entonces determinando Ay, Ag, -+, A, - directamente en terminos
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de Ap, suponemos que los coeficientes A;, Ay, -+, Ag, -+ primero son expresados, por el
uso de la férmula de recurrencia, en términos de Ag y s. Indicamos este factor escribiendo
Ay = Aq(s), Aa(s), - - -, donde, de hecho, cada Ag(s) serd de la forma Agck(s), con ¢x(s) una
funcién especifica de s. Con estos valores de las A’s, como funciones de s, una funcién y
dependiendo de s ademés de que = es determinado y es denotado por y(z, s);

y(x,s) =a° Z Ay (8) z. (1.42)
k=0

La referencia a la Ecuacién (1.35) muestra que la satisfaccién de la férmula de recurrencia,
para k = 1, causa la desaparicin de todos los términos in (1.35) excepto el primero, as{ sigue

Ly (z,5) = Aof (s) x* 2, (1.43)

0, ya que en este caso de un exponente repetido s; tenemos f(s) = (s — s1)2,

Ly (z,8) = Ag (s — 51)° 2°72, (1.44)

El factor del lado derecho de la Ecuacién (1.44) desaparece cuando s — s1 es de acuerdo con
el factor conocido que (1.42) llega a ser una solucién de (1.29), es decir y; (z), cuando s — s1;
esto es,

yi(x) = y(z,51)-

No obstante, ya que s = s; es un cero repetido del miembro del lado derecho de (1.44),
tambien sigue que el resultado de la diferenciacién de cualquier miembro de (1.44) con
respecto a s (tomando a  constante),

13
%Ly (z,5) = Ag [2 (s —51) 4 (s — 51)° logx} 572,

es cero cuando s = s;. Pero, ya que el operador 9/9s y el operador lineal L son conmutativos,
entonces también sigue que

0 oy (z, s)
—L =L |———F =0. 1.45
[88 Y (x7 S):| s=s81 |: 83 s=s1 ( )
Por lo tanto una seguanda solucién de (1.29), cuando s; = s, es de la forma
9y (z, 8)}
yo(x) = [ . (1.46)
0s s—sy

El segundo caso excepcional es en el cual los exponentes difieren por un entero positivo
K

)

Sl—SQZKzl,

pero, donde la férmula de recurrencia no es identicamente satisfecha cuando k = K y s = s,
que es, cuando el miembro derecho de (1.41) no desaparece cuando s = so. En tal caso, la
Ecuacién (1.41) puede ser satisfecha solo si Ag = A; = --- Ax_1 = 0, y por lo tanto la
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Ecuacién (1.29) no posee una solucién del tipo (1.31) comenzando con un termino de la
forma Agz®2.

En este caso suponemos otra vez que la férmula de recurrencia es satisfecha cuando k > 1
para todos los valores de s, asi que con cada Ay expresada como el producto de Ag y una
cierta funcién de s, de nuevo definimos una funcién y(z, s) de la forma (1.42). En este caso,
no obstante, esto es claro desde (1.41) y desde la naturaleza de la f’ormula de recurrencia
(1.37) que las expresiones de los coeficientes Ax(s), Ax+1($),... ahora todos tendran un
factor s — so en un denominador, y por lo tanto no se aproximara a limites finitos como
$ — 8. Si consideramos el producto (s — s2)y(z, s), observamos que como s — o términos
con coeficientes Ay, para el cual k < K desaparecera y los términos restantes se aproximaran
a limites finitos, de esta manera da origen a una infinita serie de potencias de z comenzando
con un término involucrando %275 = 2%, De esta manera las series restrictivas deben ser
proporcionales a las series para el cual s = s1. En este caso, no obstante, ya que nuevamente
la satistaccién de la férmula de recurrencia para k 2 1 provoca todos los términos de (1.35)
excepto el primero a desaparecer, tenemos

L{(s—s2)y(z,8)} = Ag (s — $2)° (s — s1) 2° 2. (1.47)

Pero ya que el miembro derecho tiene un doble cero s = s3, la derivada parcial de cualquier
miembro debe desaparecer como s — So, y, para un argumento similar a esa induciendo a
(1.45), concluimos que

t{ g ls-sutol) =0

§=82

asi que la funcién

0
(o) = { o 16— sy (o} (1.48)
S§=82
es una solucién de (1.29), en adicién a la solucién y; (z) = [y (z, s)],_
exponente més grande ;.
De las Ecuaciones (1.42) y (1.46) continua que cuando sp = s1 la segunda solucién y, es
expresable como

s, correspondiendo al

Y2 (x) =

Z Ag (s1) x’““l} logz + Z Al (s1) zh e, (1.49)

k=0 k=0

y el coeficiente de log x es observado para ser y; (x). Ademds, cuando $1 y $o difieren por un
entero positivo, pero no hay una solucién de series de Frobenius con s = s3, las Ecuaciones
(1.42) y (1.48) muestran que las solucién faltante y, se expresa como

ya (x) = I:Z;O:O (s — s2) Ak (s) xk+s]szsz log =

+ ZZO:O {dii [(S — 52) Ap (S)]}S:SZ phtsz

El coeficiente de logz es el lims_,s, [(s — s2) y (2, s)], el cual ha sido observado para ser
proporcional a yp (x).

(1.50)
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Por consiguiente, en todos los casos cuando la ecuacion diferencial, teniendo x = 0 punto
singular regular con exponentes s1 y S, posee solo una solucion

Y2 (.23) = ZAk$k+sl = A0u1 (x)
k=0

de la forma (1.31), cualquier solucidn independiente es de la forma

o0
y2 (z) = Cuy (x)logx + Z Bpahtez) (1.51)
k=0
donde C es una constante. Asi, en lugar de usar el resultado de la ecuacién (1.46) o (1.48) en
tales casos, una segunda solucién podria ser obtenida directamente suponiendo una solucién
de esta ultima forma y determinando la relacion necesaria entre los coeficientes By y una
constante escogida arbitrariamente C' # 0.

1.7. Ejemplos de Casos Excepcionales

Para mostrar el procedimiento desarrollado en la seccién precedente, consideramos la
ecuacion

d%y
Ly=z—— —y=0. 1.52
y=aro5 -y (1.52)
Con la notacion
y(z,8) = Z Ay, () kTt (1.53)
k=0
por consiguiente
(oo}
Ly(z,s)=s(s—1)Agz® 1+ [(k+s)(k+s5—1)Ap — Ap_q]a"Ts71
k=1

Por lo tanto obtenemos la férmula de recurrencia

kts)(k+s—DAy=Arr  (k21) (1.54)

y los dos indices

S1 = ]., SS9 = 0. (155)

Ya que los indices difieren por unidad, una solucién de la forma (1.53) es asegurado solo
para s = 1.
De 1.54 sigue que
AO AO

A :77 A = s B
PP 2T (5+2) (s+1)%s

{38}
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y en general, por razonamiento inductivo,

A () = (s+k)[(s+k—1)(s+1)*s (h22). (1.56)

La solucion para el cual s = s; = 1 entonces llega a ser

oo okt
y1 (z) = Ao ;;o (=T Aguy (z). (1.57)

No obstante, ya que Ay (s) — oo cuando s — 0, para toda k = 1, en efecto no hay solucién
de tipo (1.53) para la cual s = 0.

A fin de obtener una segunda solucién, podriamos referir a la Ecuacién (1.50). El coefi-
ciente de logx es visto como

k

Sonco [sA4k (8)] sz 2 = Ao X0l m
k+1
= Ao ZZio (kﬁf!k! = Agu; (),
cuando es tomada en cuenta la desaparicién de (sAg)s—o. El coeficiente d [sAf (s)] /ds, in-
volucrado en la segunda serie de la Ecuacién (1.50), es convenientemente evaluado por
diferenciaciéon logaritmica. Para este proposito, primero deducimos de (1.56) la relacién

(1.58)

k—1
log [sAg (s)] =log Ag — log (s + k) — 2 Z log (s +m),

m=1

entonces diferenciar los miembros iguales y resolver el resultado en la forma

1 k=1 1
d s+k + 2 Zm:l s+m

7[8Ak(8)]:_(s+k)[(s+k—1)~-~(s+1)]2A0 k22).

ds

asi por consiguiente

{Grae) --202la a2y, (1.59)
con la abreviacion
[ Yham=tti it (R22)
p(k) = { 5 k k= 0). (1.60)

Es encontrado por calculo directo que la Ecuacién (1.59) también toma para k = 1, mientras
el miembro del lado derecho debe ser remplazado por Ag cuando k = 0. Por lo tanto (1.50)
da

+ek=1) 4
k-1

y2(z) = Ao (1.61)

= o (k
ul(x)loga:+1—z @(k:)!
k=1

0, en la forma expandida,

{a3}
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1 1 ) 5)
ya(z) = Ao (x+§x2+Ex?’—l—---)logx—i—(l—x—1x2—1—8x3—--~)

El procedimiento alternativo descrito en el final de la seccién precedente consiste de substi-
tuir la relacién de la Ecuacién (1.51) en la forma

y2(x) = Cuy(x) logz + Z By.x* (1.62)
k=0

directamente dentro de (1.52), para obtener la condicién

C K:rd;z“zl — ul) logz + 2% — iial}

: (1.63)
+ Y rsol(k + 1)kBiyy — Bilah =0

Ya que w; satisface la Ecuacién (1.52), el coeficiente de logz en (1.63) desaparece, y la

introduccién de (1.58) reduce a (1.63) a la forma

Z[(k+ 1)]{}Bk+1 - Bk}xk +C];) |:(ki')2 — (k; n 1)']{;':| zF = 0.

k=0

El requerimiento de que el coeficiente de la potencia general z* desaparece llegando a
ser

2k +1
k+1)kByi1 — By = ——— k=0).
(k + 1)kBj11 k TEDI (k=2 0)
Arreglando k sucesivamente igual a 0,1, 2, ..., obtenemos
1 3 1 7
By=C, By= 531 — ZC’ B; = EBl — %C,

Aqui ambos By y C son arbitrarios y todos los otros coeficientes son expresados en términos
de esas dos constantes, produciendo la solucién (1.62) en la forma

yg(l'):C[($+%$2+T12$3+"')10g$+(17%QCQ*:,%ZL'3+”~)]
(1.64)
+Bi(z+ ta+ Sad 4.

El coeficiente de By es visto como wuj(x). Asi, si C y By son dejadas como constantes
arbitrarias, esta expresién para ys(z) de hecho representa la solucién general de (1.52). La
expresion particular para ys obtenida en (1.61), por el primer método, es obtenida de (1.64)
escogiendo C' = —B; = Aj.

Otra forma de encontrar la segunda solucién es proponer una solucién de la forma

ya () = Cuy (z) logx + v (x) (1.65)

{a9}
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que corresponde precisamente a la ec. (1.51). Sustituyendo esta forma de la segunda solucién
en la ecuacién diferencial (1.52) tenemos que

d?ys, d?uq duy Uy d%v
que nos deja una ecuacién diferencial para v (z)
dv duq Ug
_ 20— —(C— =0. 1.
T v +2C T C . 0 (1.67)

La solucién de esta ecuacién diferencial debe ser, de acuerdo con (1.51),
o oo
v(x) = Z Bjahtsz = Zkak. (1.68)
0 0

Sustituyendo la forma (1.68) en (1.67) obtenemos las relaciones de recurrencia

C—By = 0 (1.69)
2k +1

Se puede verificar facilmente que esta relacién de recurrencia da lugar a la misma segunda
solucién de la ecuacién (1.64).
Se puede seguir un procedimiento similar para el caso en el que s; = so.

{39_2}



Capitulo 2

Funciones Especiales de la Fisica

2.1.

Funciones de Bessel
2.1.1.

Funcion Generatriz

distintos, como el de la funcién generatriz.

Aunque las funciones de Bessel son principalmente soluciones de ecuaciones diferenciales
como veremos en la seccién 2.2.1, es interesante desarrollarlas por medios completamente
Introducimos la funcién|3]

t—1
g(z,t) =exp (ac 5 t) .
Expandiendo esta funcién en una serie de Laurent

exp <xt_2’1f) = f: Jp () 2"

n=—oo

Expandiendo las exponenciales en sus series de Maclaurin obtenemos

so(e5h) = e S () R e ()
— ii(—l)s(gj)mws

T C

=0 s= 2
SR(OD ST

x 23}
(7) o
|
sl (n+s)! \2
En el dltimo paso de esta ecuacién hicimos el cambio de variable n = r — s donde —oo <

rls!

(2.3)
n < ooy 0 <r<oo. De esta iltima ecuacién podemos ver que

In (@) = (g)ni s!(_l)s (I

2s
= sl(n+s)! 5) '

(2.4)
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Figura 2.1: Funciones de Bessel. Jy (z), J1 (), J2 (z) v J3 ().

De esta expresién vemos que para n negativa
T\ (—1)°  yx\28
- (5) Zs! s—n)! (5)

2 G
- (3)%;512;?71)! (;)2 ’
I\ —n+2n 0o _1\stn 28
(5) ) Zos(!(sll—n)! (5)
) ) IV AE

s=
sl(s+mn)!\2

(5"

s=0

J_n ()

(s = s+n)

que es la primera identidad que tenemos para funciones de Bessel. En la Fig.
verse graficadas algunas de las funciones de Bessel.

2.2. Una Clase Particular de Ecuaciones

(2.5)

7?7 pueden

Muchas ecuaciones importantes de segundo orden, de frecuente aparicién en préctica,

pueden ser obtenidas por especializacién de la constante en la ecuacién

dy

1
w2 (Qo+ Quz™)y =0,

(1+R mydy 1 M
M )d$2+x(Po+PM33 )

(2.6)
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donde M es un entero positivo. (En el caso cuando M = 0, la ecuacién es equidimensional.)
Aqui la introduccién de la suposicién

y(z) = Agahts (2.7)
k=0

conduce a la condicién

M-—1 e}

Fls+ k) Apa 72 4 N " [f(s 4 k) A + g(s + k) Ap_u]a* % =0,

k=0 k=M

donde
f(s) =5+ (Py—1)s+ Qo

y

9(s) = gn(s) = Rar(s — M) + (Pyy — Rag)(s — M) + Q.

Asi{, para cada exponente satisfaciendo la ecuacién indicial f(s) = 0, la férmula de
recurrencia es

Fs+k)Ar=0  (k=1,2,...,M—1),
f(s+k)Ar = —g(s + k)Ap_nr (k= M).

La primera condicién M — 1 es satisfecha tomando

A1:A2:"':AM71207

después de la cual la férmula de recurrencia para k =2 M muestra que todos los coeficientes
Ay para el cual k no es una integral multiple de M puede ser tomado como cero.
Y por lo tanto, es conveniente escribir

y(x) =Y Brahts (2.8)
k=0

cuando se busca una solucién de un caso especial de la Ecuacién (2.6). Aqui k ha sido
reemplazado por Mk en (2.7) y By ha sido escrito para Apsg.

Ademas, es visto que aqui puede ocurrir un caso excepcional solo cuando los exponentes
S$1 Y S2 son iguales o cuando s1 — so = KM, donde K es un entero positivo. En tal situa-
cién, cuando solo una situacién de tipo (2.8) es obtenida, una segunda solucién puede ser
encontrada, como de costumbre, usando las Ecuaciones (1.46) y (1.48).

Ya que la expansién de (1 + Ry x™)~1 converge cuando

2] < |Rpg|7HM, (2.9)

la solucién obtenida para (2.6) también convergerd en este intervalo. En particular, si Ry =
0, las series convergeran para todos los valores finitos de z (el valor x = 0 siendo aceptado
por si mismo, como de costumbre, cuando la particién real de s es negativa).

{83}

{54}

{85}



{57}

{58}

{59}

{60}

{61}

36 Funciones Especiales de la Fisica

Entre varias importantes especializaciones de la Ecuacién (2.6), notamos la ecuacion de
Bessel,

d? d
de—x‘z + x% + (2% = pHy =0, (2.10)

para el cual M = 2; la ecuacion de Lagendre,

d*y dy
(1—:1:2)@ 72z@+p(p+1)y20, (2.11)

para el cual M = 2; y la ecuacion de Gauss,

dy dy

21— ) 5+ = (a+ A+ 1)2) 2 +aBy =0, (2.12)
para el cual M = 1. La solucién de estas ecuaciones, en la vecindad de = = 0, son estudiadas
en las siguientes secciones.

Otros casos especiales notables podrian ser listados como sigue.
1. La ecuacion

d*y dy

2 _

x w—l—(e—x)%—ay—o, (2.13)
para el cual M = 1, es satisfecha para la funcion hipergeométrica confluente de Kum-
mer, y = M (a, ¢, z) (ver Problema 8). Si ¢ =1y a = —n donde n es un entero positivo
o cero, una solucién es el polinomio n-esimo de Laguerre, y = L,(x). Sic=m+1

y a = m —n, donde m y n son enteros, una solucién es el polinomio de Laguerre

asociado,
dm
=L = Ln )
y=L0() = 5 La(2)
sim S n.
2. La ecuacion
Py 5p W oy g (2.14)
—_— xi n = .
dz? dz y="5

para el cual M = 2, es satisfecha por el polinomio n-esimo de Hermite, y = H,(x),
cuando n es un entero positivo o cero.

3. La ecuacién

Py dy

2 2 _
(1*I)ﬁ*$%+n’y—0, (2.15)
para el cual M = 2, es satisfecha por el polinomio n-esimo de Chebyshev, y = T, (x),
cuando n es un entero positivo o cero.

{56}
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4. La ecuacién

& d
2(1— x)%z tla—(1+ b)x% +nlb+n)y =0, (2.16)

para el cual M = 1, es satisfecha por el polinomio n-esimo de Jacobi, y = J,(a,b,x),
cuando n es un entero positivo o cero.

Las funciones mencionadas son ttiles en muchas aplicaciones. Es un hecho curioso que todas
ellas satisfacen ecuaciones las cuales son casos especiales de (2.6).

2.2.1. La solucion General de la Ecuacién Diferencial de Bessel

Soluciones de la ecuacién diferencial

Py dy
2 i 2 _p2)yy = 2.1
x dx2+$dx+(x )y =0, (2.17)

0, equivalentemente,

d ( dy dy | 2 oy
xdm<xd$>+xda¢+(m p-)y =0,

son conocidas como funciones de Bessel de orden p. Estas ecuaciones son de uso frecuente en
la solucién de muchos tipos de problemas involucrando potenciales con fronteras circulares
cilindricas, ademaés de otras aplicaciones, en tales campos como el eléctrico, fluidos, teoria de
campo electrico, y andlisis de movimiento aerodinamico. Suponemos que la constante p es
real. Ya que solo la cantidad p? aparece en la ecuacién (2.17), también podrfamos considerar
p siendo no negativo sin pérdida de generalidad.

Ya que la ecuacién (2.17) es del tipo (2.7), con M = 2, podrfamos buscar una solucién
de la forma (2.8),

y(x) = ZBkak“. (2.18)
k=0

Substituyendo dentro de (2.17) produciendo los indices

s1=p, S9 = —p (2.19)

y la férmula de recurrencia

(s+ 2k +p)(s+2k —p)Byr = —By_1 (k21). (2.20)

Los casos excepcionales podrian aparecer solo si s1 — s = 2p es cero o un entero multiple
de M = 2, esto es, si p es cero o un entero positivo. En tales casos podemos estar seguros
solo de una solucién de tipo (2.18).

En correspondencia con el exponente s; = p, repitido el uso de la Ecuacién (2.20) da

1 By
(2+2p)(4 +2p) - - - (2k + 2p) 2k k!

Bu(p) = (-1)*

{bess1}
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= (-1)* :

By

(1+p)2+p)---

(k + p) 22%K!

asi que una serie de tipo (2.18) es determinada, para s = p, en la forma

( 1)k 2k+p

v(@) = Bo $p+z (1+p)(2

+p)--- (k+ p)22kk!

o, con el uso hecho de la Ecuacién (2.6) del Capitulo 2,

o0

(_1)kx2k+p

yi(z) = BoL(1L+p) Y
k

— 225EIN(k+p+ 1)

(kz1),

(2.21)

Este resultado es puesto dentro de una forma més compacta si usamos la abreviacién T'(k +

p+1) = (k+p)! y escribimos

_ogpip N (S (/2%
y1(z) = 2Pp! By kz:% TRl Bouq ().

Las series multiplicando 2Pp! By en la Ecuacién (2.22) es conocida como la funcidn de Bessel

P(‘T)a

del primer tipo, de orden p, y es denotada por J,

o~ (—1)F(z/2)
J = —_— 2.23
»(@) kzzo Kk +p)! (223)
En particular, cuando p = 0 y 1, obtenemos las series en las formas
z? x? x°
J -1 _ .. 2.24
o(@) SEATICTICAN T CTIA (224)
x 3 x® x’
T@) =5 = 5551+ grom 2 T (225)
Con s = s = —p, la ecuacién (2.20) produce el resultado de reemplazar p por —p en
(2.21),
1 By
Bi(—p) = (—1)* k>1). 2.26
=Tk FEY (2:20)

(2.22)

Asi, si p es un entero positivo, todos los coeficientes By, para el cual k 2 p llegan a ser infini-

tos, y no es obtenida una solucién de Frobenius, en tal caso, correspondiendo al exponente
s = —p. No obstante, si p no es cero o un entero positivo, una segunda solucion es obtenida
remplazando p por —p en la primera solucién, y por lo tanto podria ser tomado en la forma

o0

Zk,

=0

ac/2)2’C p

(2.27)

Asi, si p no es cero o un entero positivo, la solucién completa de la Ecuacién de Bessel (2.17)

es una combinacién lineal de las soluciones (2.23) y

(2.27), de la forma

{67}
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y = Cidp(z) + Cod_p(z). (2.28)

Si p = 0, las dos soluciones son identicas. Adem4s, si p es un entero positivo, la segunda
solucién J_,(z) no es independiente de Jp,(z). Esta relacién es una consequencia del hecho
que si p es un entero positivo n, el factor 1/(k — n)! en (2.27) es cero cuando k < n, y por
lo tanto (2.27) es equivalente a

= (1) (/2

(@) = kl(k —n)!

=N

0, con el indice k£ remplazado por k + n,

N CVlC

J_n(2)
— El(k 4+ n)!
Por lo tanto, si n es un entero, obtenemos
J_n(z) = (=1)"J, (). (2.29)

Podria notarse que, aunque los més altos coeficientes in las series yo(z) podrian llegar a ser
infinito con p — n (n =1,2,3,...) si el coeficiente By fue tomado como fijo, hemos obtenido
(2.27) por ajuste Bo(—p)! =10 By = 1/I'(1 —p) en esta serie y, ya que esta cantidad tiende
a cero con p — n, hemos obtenido una solucién J_,(z) en la cual los coeficientes los cuales
previamente llegaron a ser infinito con p — n ahora se aproximan a limites finitos, y los
coeficientes restantes tienden a cero.

Para encontrar una segunda solucién complementando Jy,(x) en los casos excepcionales,
podriamos recurrir a los métodos de la Seccién 4.5. Ilustramos el procedimiento in el caso de
exponentes iguales, p = 0. En este caso obtenemos una funcién y(z, s) determinando By(s)
de (2.20) e introduciendo el resultado dentro de (2.18). La segunda solucién requerida es
entonces

dy(z, 8)]
(o) = | ,
Os <=0
donde
y(w,s) = 3 By(s)a?*,
k=0
asi que

yo(z) =

i Bk(())x%] logz + i B, (0)x?F. (2.30)

k=0 k=1
La férmula de recurrencia (2.20) primero da

By
[(s+2)(s+4)--(s+2k)]2

By(s) = (-1)F

{78}
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Para calcular Bj,(s) es otra vez conveniente primero tomar el logaritmo de las dos lados de
la ecuacion,

= —2log[(s+2)(s+4) - (s + 2k)]

log [(—1)k3k(8)]

Bo

k

=-2 Z log (s + 2m).

m=1

Diferenciando con respecto a s entonces da

y por lo tanto

/ k k
GURRVETRED I,
Asi, si de nuevo introducimos la abreviacion
"1 1 1
{77} ga(k):n;ﬁ:1+§+-~+% (k21), (2.31)
con )
¢(0) =0,
obtenemos
B0) = ~p(DB0) = —o(b) | (-1 |
[2~4-6--~(2k)]2
k
g,

y (2.30) entonces da la segunda solucién requerida en el caso p = 0 en la forma

<x/2>%]

ya(w) = Bo | Jo(z)logz + Y _(=1)" (k) (k12
k=1

El coeficiente de By es asi una segunda solucién de la ecuacién de Bessel (2.17) cuando
p=0,

d*y | dy
— 4 = =0.
xde + dx Ty

Esta fue tomada como la forma estandar de la segunda solucién por Neumann, y es usual-
mente denotada por Y (9 (z). Asf cualquier combinacién lineal de Jy(x) y YO (z) es también
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una solucién. La forma estandar escogida por Weber esta definida en terminos de Jy y Y(©)
por la ecuacion

2
o7

Yo(z) = Z[YO(z) + (v — log 2)Jo(x))], (2.32)

donde « es la constante de Fuler, definida por la relacion

7= lim (k) ~ logh]

) 11 1
= lim <1+2+3+---+k —logk') = 0,5772157 .. .. (2.33)

Asi obtenemos una segunda solucién en la forma

(=1 (k)

M8

mmzi“mx+ﬂ%@+

@/2)2/«]
2

. (k)2

M‘H =
IS IS

=2 {(k’g% +7) Jo(x) + { 24%24!)2 (1+3)

1‘6
+W(]+%+%)_}}

La funcién Yp(x) es conocida como funcidn de Bessel de sequndo tipo, de orden cero o
de Weber de orden cero. En textos alemanes es frecuente denotar por No(z). La solucién
completa puede ser escrita de la forma

y = Cido(z) + CoYo(x). (2.35)

La definicién de Weber de la funcién de segundo tipo [Ecuacién (2.32)] es mds conveniente
que la de Neumann porque del hecho que el comportamiento de la funcién Yy(z) asi definido,
para valores grandes de X, es més cercanamente comparable con el comportamiento de Jy(z)
[ver Ecuacién (88)].

Un célculo similar pero més fastidioso nos lleva a las expresiones para la forma de Weber
de la funcion de Bessel del seqgundo tipo, de orden n,

T ok — 1) (2/2)2kn
V(o) = 2 [(log2+7) AP Pl Ll

k!
k=0
1 (x/2)2k+n
= (=D p(k k (| 2.36
+5 UM o)+ el (2:36)
cuando n es un entero positivo. Asi, en particular,
2 z 1 =z 1+ (14+4)) =8
YM—W[(log2”>*]1<x>‘x‘4+{2 5]
1+3)+1+3+3)) 2°
_ o 2.
{ 7 252031 (2:37)
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Por consiguiente si p = n, donde n es cero o un entero positivo, la solucién general de (2.17)
puede ser tomada en la forma

y = C1Jn () + C2Yy (). (2.38)

Si p no es cero o un entero positivo, la funcién Y, (z) esta definida por la ecuacién

(cospm)Jp(x) — J,p(as)'

sin pm

Yp(x) =

Esta definicién puede ser mostrada para ser consistente con la Ecuacién (2.36) como p — n,
y es definida Y, (z) como una combinacién lineal de J,(x) y de otra manera J_,(x). Deberia
ser enfatizado, no obstante, que la segunda solucién Y,(x) no es necesitada al menos que
p=n.

La solucion general de la Ecuacién de Bessel es frecuentemente abreviada para el uso de
la notacion

(2.39)

y = Zy(z), (2.40)

con la convencién de que (2.40) permanesca para (2.28) al menos que p sea cero o un intero
positivo, y para (2.38) en estos casos.
La transformacién y = u(z)/+/z modifica 2.17) a la ecuacién

2 2 1
du+<1—p 4)u:0 (2.41)

dx? 2

(ver el Problema 47 del Capitulo 1). Para valores grandes de z el término (p? — 1)/x
es despreciable en comparacion con la unidad. Asi podria ser esperedo que para valores
grandes de x el comportamiento de las soluciones de (2.41) serdn similares a la de soluciones
correspondientes de la ecuacién

d*v

@‘FU:O.

Ya que tales soluciones pueden ser escritas en la forma v = Acos(z — @), donde A y ¢
son constantes, nos estamos acercando a la posibilidad de que para valores grandes de x
cualquier solucién de (2.17) se comporta como la funcién

@_ACOS T —

para escoger debidamente valores de A y . Un primer andlisis involucrado muestra que
para la funcién J,(z) uno tiene

2 s
A =4/= =(2p+1)=
1 — ¥y w=2tl)g,
mientras que para Y, (z) sigue
2 T
A== ¥y 2=+,

™ 2
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Asi podriamos escribir

Jo(x ~ 2 cos(z—a
v(@) Gk ( 2 (x — 00), (2.42)
V@)~ yfZsin(@—ay)
donde
T
ap = (2p+ 1)2 (2.43)

La notacién de (2.42) denota que la relacién de las dos expresiones conectadas por el simbolo
se aproximan a la unidad cuando x — co. Decimos que J,(z) se comporta asintéticamente
como \/2/mx cos (x — ).

Por consiguiente de (2.42) la funcién compleja J,(x) + iY,(x) tiene el comportamiento
asintético

2 .
Ip(x) +iYp(z) ~ %62(957%) (x — 00), (2.44)

mientras que la funcién conjugada compleja tiene el comportamiento

2
Jp(x) —iY,(z) ~ i@ (s 0), (2.45)
T
Estas funciones complejas son conocidas como las funciones de Bessel del tercer tipo, o, mas
generalmente, como las funciones de Hankel del primer y sequndo tipo, respectivamente, y

las abreviaciones

HyV (@) = Jy(x) + iYp(z),

HP (2) = J, () — i, (x) (2.46)

son convencionales. Las funciones de Hankel son particularmente utiles en el estudio de
ciertos tipos de ondas propagandose (ver Seccién 9.13).

de dy
2 2 2 2.47
$7x2+$7x_(m —|—p)y—0, ( )
las cuales difieren de la ecuacién de Bessel (2.1 I) solo por el signo de {E2 en el coeficiente de

y, es transformado por la substitucién iz = ¢ a la ecuacion

d’y | dy
t2@ T~ (t* +p*)y =0,

la cual esta en la forma de la ecuacién de Bessel (2.17). Por lo tanto, la solucién general es
de la forma y = Z,(t), o, en terminos de la variable original z, la solucién general de (2.47)
es

y = Z,(ix). (2.48)

Esto es, si p no es cero o un entero positivo, la solucién general es de la forma
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y = a1dp(ix) + caJ_p(ix),

mientras que de otro modo podria ser tomada en la forma

y = c1dp(iz) + Yy, (iz).

De la ecuacién (2.23) tenemos

0 k 2k+p ) 2k+p s 2 2k+p
=3 S = e
= El(k + p)! k:O (k +p)!

En lugar de usar esta funcién como una solucién fundamental de (2.47), es preferible usar
la funcién I,(x) = i7PJ,(iz),

& (/P
Iy(z) = kZ:O e (2.49)

ya que esta funcion es real para valores reales de p. Esta funcién es conocida como €l la fun-
cion de Bessel modificada del primer tipo, de orden p. Los términos en la serie representando
I,,(z) difiere de esas en la serie para Jy,(x) solo en esta todos los términos son positivos en
la serie I,,, mientras que alternan en signo en la serie Jp,. Asfi, si p no es cero o un entero
positivo, la solucién general de (2.47) puede ser tomada en la forma real

y = Zy(iz) = a1l (x) + col_p(z). (2.50)

Como una segunda solucién fundamental real de (2.47), en el caso cuando p = n, donde
n es cero o un entero positivo, es mas convencional definir la funcién K, (z) por la ecuacién

K, (z) = ng[Jn(m) + iV (iz)] = gi"HH,gU(m), (2.51)

ejemplificando a la solucién general

Y= Zn(ZI) = len(x) + CQKn(w)v (252)

cuando n es cero o un entero positivo. La funcién K, (z) es conocida como la funcidn de
Bessel modificada del seqgundo tipo, de orden n.
Si p no es cero o un entero positivo, la funcién K, (x) esta definida por la ecuacién

T p(x) = Ip(2)

K =— 2.
W)= 5, (2.53)

la cual es consistente con (2.51) cuando p — n.
Para valores grandes de z las funciones modificadas tienen el comportamiento asintético

x

Ip(x) ~ \/ezﬁ
K@) ~ e—; (z — o00). (2.54)

x
T

Es importante notificar que los miembros derechos de (2.54) son independientes de p.
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2.2.2. Propiedades de las Funciones de Bessel

Es facilmente verificado directamente que todas las series de potencias involucradas
en las definiciones de todas las funciones de Bessel convergen para todos los valores finitos
de x. No obstante, en consecuencia del hecho de que estas series son en muchos casos
multiplicadas por una potencia negativa de & o por un término logaritmico, se encuentra
que solo las funciones Jy(z) y I,(x) son finitas en x = 0 (cuando p 2 0).

Para valores pequerios de x, conservacién de los primeros términos en la serie respectiva
conducen a las aproximaciones

1 2p

Jp(x) ~ QTPI:UP, Jp(x) ~ Wﬁﬁ_p (p#n), (2.55)

Vo)~ -2 20, o)~ losn, (256)
1 r

IP(‘T) ~ QTp'x ) I—p(x) ~ mx (p #n), (2.57)

Kp(w) ~ 2p71(p - 1)!:571]7 (p 7é 0)7 KO(:L') ~ = 10g1’7 (258)

otra vez con la implicacién usual de que la relacién de dos cantidades conectadas por el
simbolo ~

Para valores grandes de z(x — 00), recapitulamos los resultados listados en la seccién
precedente:

2 T pm 2 . T pT
Jp(x)wwacos(xfzf7), Yp(x)wwasm('nfzf?), (2.59)

2 .
1 ile—(m/4)—(pm/2 2 —ile—(m/4)—(pm/2
HIE )(z) ~ E6[ (m/4)=(pm/2)] H[() )(x) ~ —e [p=(r/4)=(m/2)] (2.60)
I,(z) ¢ K,(z) P (2.61)
b 2’ b 2z .
Las siguientes formulas derivadas son de uso frecuente:
d azPy, q(ax)  (y=J,Y,I,HY H?)
D — D s Lty 9 9 262
Tle"yp(az)] { —aaPy,_1(az)  (y=K); (262
d —ar Py, (ax) (y=JY,K,HY H®)
P = P+l VT ’ ’ 2.63
e [z Pyp ()] { azx Py, i1 (ax) (y=1). (2.63)

Estas férmulas son establecidas por J, y Y, considerando sus series de definiciones, y para
las funciones restantes considerando sus definiciones en terminos de J, y Y. Asi, probar
(2.62) para J,, notamos que de la definicién (2.23) tenemos

k 2k+px2k+2p

d d
D N
d.lf[x J d kZ:O 2k+pk| k._|_p)
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_ 1)ka2k+pz2k+2pfl

2Zktp=1EN(k +p—1)!

I
NE
N | —

- , > (—1)k(ax/2)2k+p_1
=’} Kk +p— 1)

k=0
= azPJ,_1 (o).
De (2.62) sigue que
ayp-1(az) — Dyy(ax)  (y=JY.LLHD H®),

{110} %yp(ax) = (2.64)
—ayp-1(aw) — Ly, (ax) (y=K);

mientras que (2.63) da

d _ayp-&-l(am) + gyp(o‘x) (y: J’KK7H(1)7H(2))7
{111} %yp(ax) = (2.65)
aypri(ax) — Byp(az)  (y=1);

Por adicién y substraccién de (2.64) y (2.65) también obtenemos las relaciones

d
{112} 2——yp(ax) = afypr(0x) —ypya(aa)]  (y=JY,HY, H®) (2.66)
2
{113} vp-1(02) = Ly (aw) —ypa(aw)  (y=JY,HO,H®) (2.67)

2%%@@=amﬂmﬂ+%HW@L

28 Ky (o) = ol 1 (0) + Kysa (o),

2
I,-1(0@) = ==L L (o) + 1 (aw),

2
Ky (az) = 2L K, (ax) + Ky (az),

Las relaciones (108-112) son ttiles en la evaluacién de ciertas integrales y derivadas
involucrando las funciones de Bessel. En particular, estableciendo s = 0 en (2.63), obtenemos
las relaciones

d { —ay1 (ax) (y=JY,K,HV H®), (2.68)

{114} gz volar) = amloz)  (y=1).

La relacién (2.67) es ttil en expresar las funciones de Bessel en términos del las funciones
correspondientes de orden menor.
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Las funciones de Bessel de orden p, donde p es la mitad de un entero impar, puede ser
expresado en forma muy proxima, en términos de funciones elementales. Para establecer
este hecho, consideramos primero el caso p = fracl2 y denota la solucién general de (2.17)
para y = Zy5(z). Si escribimos

u(x) = VaZy)p(z),

La ecuacién (2.41) muestra que la funcién u(x) satisface la ecuacién

d*u

y por lo tanto es de la forma u = A cosx + Bsinx. Tomando

u=xJ (),

también tenemos, de (2.62),

d

U
dr = \/EJ—1/2(1')-

Por lo tanto, usando (2.55), encontramos que

1/2
u(0)=0 u’(O):(z_l)':F\([?):\/z.
: 2

2

De esta manera debemos tener A =0, B = /2/w, y por consiguiente

\/5 . du 2

u=4/—sinz, — =4/ —cosz,

T dx T
2 . 2

Jija(x) = —sinz, J_12(x) = —cosz, (2.69) {115}
T T

de acuerdo con (2.42), el cual aquf llega a ser una igualdad. También, ya que I/5(z) =

o, finalmente,

i_1/2J1/2<i.’L') y 171/2(-’1;) == i1/2=]71/2(im)7 tenemos

2 2
I () = \/% sinhz, I_y)5(7) = ”E coshz. (2.70) {116}

De (2.67), con @ =1y p=n — 3, obtenemos las formulas de recurrencia

2n—1
T

Tng1/2(x) = Jn—1/2(%) = Jn_3/2() (2.71) {117}

2n—1
In+1/2<x) = _TIn71/2(l‘) + In73/2('/1“)7 (272) {118}
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el cual permite la determinacion de J,, 41 /2 () y InH/Q(x) para todos los valores enteros de
n, en terminos de las funciones (2.69) y (2.70). Algunas de esas funciones estan listadas en
la Tabla 2 del Capitulo 2.

Como es indicado por las aproximaciones asintéticas (2.59), las funciones J,(x) y Y, (x)
son oscilatorias en escencia, la amplitud de oscilacién alrededor de un valor cero tendiendo
a decrecer con /2/mx y la distancia entre ceros sucesivos de la funcién decreciendo con
respecto a m. Puede ser mostrado que los ceros de J,(x) separa los ceros de J,+1(z); es
decir, entre cualquier dos sucesivos ceros de Jp41(x) hay uno y solamente un cero de J,(x).
(Ver Problema 36.) La misma aplicacién a los ceros de las funciones del segundo tipo. Las
funciones I, y K, no son oscilatorias. Se encuentra que la funcién anterios escencialmente
incrementa exponencialmente con x, mientras que la segunda escencialmente decrementa
exponencialmente. El esbozo de esas funciones son presentadas en la Figura 4.1.

2.2.3. Ecuaciones Diferenciales Satisfechas por las Funciones de
Bessel

La solucién de la ecuacién diferencial

d*Yy ay

X+ X =+ (X2 -p)Y = 2
d)(2~+ Ix + ( p°) 0 (2.73)
puede ser escrita en la forma
Y =Z,(X) (2.74)
Si hacemos las sustituciones
Y
Y =— X = f(x 2.75
e (x) (2.75)
y notamos que entonces
d 1 d
—_— = 2.76
dX  f'(z)dx (276)

La Ecuacién (2.73) se conviente en

1d|1d 1d (y vy _
7 {Fs [gra roem| } + 1 [ (3) ] + 07 - =

d ’
S 1) o

Las referencias (2.74) y (2.75) muestran que (2.77) es una ecuacién diferencial satisfecha
para

y = 9(x)Zp[f(x)]. (2.78)

En particular, si colocamos
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g@) = e BT, f() = O, (2.79)
La Ecuacién (2.77) puede ser reducida a la forma

d? d
xQﬁ +a[(1 - 24) + QTBxT% A2 - p2s2y

s2C?*2%* —rB(2A —r)2” +r*B%2*" |y = 0.
Esta ecuacion es en cierto modo simplificada si escribimos

1—-2A=a, rB =0, A? —p2st =, s20?% = d,

de las cuales sigue

1— 1
A-lza g b 0:3@, p=-VA%_¢. (2.80)

2 T S S

Con esta notacién, la ecuacién diferencial toma la forma

xzﬂ + zfa + war]@ + e+ dr* —b(1 —a—r)z" + b2y =0 (2.81)
dx? dx ’ '

y la solucién de (2.81), obtenida intruduciendo (2.79) y (2.80) dentro de (2.78), es de la
forma

Ca baT d
Y= z ebeZp <{xs> , (2.82)

donde

p=1 <1;a>2a (2.83)

Si v/d/s es real, es interpretada por (2.28) o (2.38), mientras que si v/d/s es imaginario, Zy
representadas por (2.28) o (2.38), la eleccién en cualquier caso dependiendo ——

Asi, si es posible identificar una ecuacién diferencial particular con (2.81), eligiendo
adecuadamente las constantes en (2.81), la solucién esta dada inmediatamente por (2.82)
en términos de las funciones de Bessel de orden p, donde p esta dado por (2.83). Listamos
ciertas formas tutiles especiales con soluciones correspondientes obtenidas sin dificultad de
la siguiente manera.
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22y + xy’ + (K22? — p?)y = 0, y=Z,(kx)  (k#0).
2y +ay — (K2 +p*)y =0,  y=Z,(ike)  (k#0).
2y’ oy — (P +aa®)y =0, y=Zy(Lat)  (as£0),
y" 4+ ka™y =0, y = \/EZﬁ (i—*ﬁx%ﬂ) (mk #£ —2k). (2.84)

donde

s=""50 41, p=1=2 (ks #0).

Los casos restringidos en (2.84) son todos facilmente resolubles como ecuaciones equidimen-
sionales (ver Seccién 1.6).

2.3. Funciones Ber y Bei

En ciertos problemas es conveniente obtener una solucién deseada cono una parte real y
una imaginaria de una funcién compleja, en términos de la cual una formulacién simplificada
del problema es posible. En tales casos las ecuaciones diferenciales con coeficientes complejos
podrian ocurrir. En particular, las ecuaciones son muy frecuentemente obtenidas y de las
cuales son reducidas de la forma

Py | dy ‘
x2@ + T (p? +ix?)y =0, (2.85)

donde p es una constante real. Ya que (2.85) es equivalente a (2.84) si k2 =i o k =14/?, la
solucién de (2.85) puede ser expresada en la forma

y = Z,(i%%x). (2.86)

Las soluciones de (2.85) las cuales son finitas en z = 0 son por lo tanto multiplos de la funcién
Jp(i3/ 2x). Esta funcién es una funcién compleja en las que sus partes real e imaginaria son
escritas ber,z y beipx, respectivamente,

ber,x + ibeiyx = J, (1% %x) = iP [,(i*%x). (2.87)
La notacion polar
beryx + ibeiyx = M,(x)e? (@) (2.88)

es también usada.

{130}
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Consideramos, como ejemplo, el caso p = 0. En este caso los subindices cero son conven-
cionalmente omitidos en la notacién para las partes real e imaginaria,

Jo(i%%x) = ber x + ibei . (2.89)

De la definicién (2.23) obtenemos, con p = 0,

3/2 i )" 3m(x/2)
=0

independientemente de la eleccién de las dos posibles interpretaciones de i%/2. Ahora sepa-
ramos esta serie en dos partes, en la primera de la cual m toma valores pares y en la segunda
de la cual solo valores pares de m. Si reemplazamos m por 2k en la primera serie y m por
2k + 1 en la segunda, obtenemos

3/2 i 6k x/? o i6k+3(x/2)4k+2
112
— 22k + 1)
Notando que
in — (_1)3k — (_1)]@7 Z'6k+3 — (—1)k13 — (_1)k+1i7

obteniendo finalmente

3/9 = /2% & (x/2)+2
Jo(i*?x) :,;)(_1)k([(2/k))!]2 +z;(—1)k[g2£ll)”2. (2.90)

Una comparacién de (2.89) y (2.90) da los resultados

ber x = i(—l)k (x/2)*

pars [(2)1]?
y
bei x = g(l)km
5262 + 222262 T 22422222102 T (2.92)

Espansiones de series andlogas definiendo la funciones ber,x y bei,x para valores de p son
obtenidos por métodos similares.

Funciones similares del segundo tipo, los cuales no son finitos en x = 0, son definidos
por la relacién

kerpz + tkeip,x = i PK (i 1/2 x). (2.93)
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La solucién general de (2.85) puede ser escrita en la forma

y = (c1 berpx + co kerpx) + i(c1 beipx + co keipx). (2.94)

Para ejemplificar la ocurrencia de las funciones de Bessel de orden cero en préctica,
consideramos soluciones particulares de las ecuaciones deferenciales parciales

PU 10U U

222 T2ox o (2.95)
y

0*U 10U oU

2 e~ Par (2.96)

Se encuentra que en muchos problemas fisicos en varios campos, una propiedad fisica U
dependiendo de una sola distancia variable z medida de un eje de referencia de simetria,
y en un tiempo variable ¢, debe satisfacer uno u otra de estas ecuaciones, las cantidades
Ay p involucrando conocidas constantes fisicas independientes del tiempo y posicién. Es
frecuentemente importante determinar soluciones de la forma

f(z) = sinwt + g(x) coswt,

donde w es una constante. No obstante, en vez de proceder directamente a tal determinacion,
es mas conveniente considerar la solucién requerida como la parte real o imaginaria de una
solucion compleja de la forma

U = y(x)e™? (2.97)

donde y(z) es una funcién compleja de la forma y(z) = F(x) + iG(z).

La sustitucién de (2.97) en (2.95) y cancelaciones subsecuentes del factor e™! muestra
que la funcién y(z) debe satisfacer la ecuacién diferencial

d?y | dy otz — 9
x@—i—%—i— wzy = 0. (2.98)

Si A > 0, la solucién general de (2.98) estd dada por (2.84) en la forma y = Zo(vdwz),
mientras que si A < 0, la solucién general es de la forma y = Zy(v/—Awz). En particular,
si consideraciones fisicas requieren la solucién para ser finita cuando = = 0, las soluciones
deben ser de la forma CJy(vAwz) cuando A > 0y CIy(v/—Awz) donde en cualquier caso C
es una constante (la cual podria ser compleja).

De manera similar, la sustitucién de (2.97) en (2.96) da la ecuacién

d’y | dy

@t

siendo satisfecha por la funcién de amplitud compleja y(x). Si u > 0, la comparacién y(z).
Si p > 0, la comparacién de (2.99) y (2.85) muestra que la solucién més general de (2.99)

el cual es finito cuando x = 0 es de la forma

—dpwzy =0 (2.99)

y = CJo(i%?J/uwz) = C(ber\/pw + i beiy/iwz). (2.100)

{140}



2.4 Funciones de Legendre 53

Si < 0, la solucién correspondiente es de la forma

y = CJo(i*?/=pw)

0, equivalentemente,

y = C(ber /—pwz — i bei/—pwz), (2.101)

como podria ser vista tomando el conjugado complejo de los miembros iguales de (2.99).
Las tablas ttiles de las funciones de Bessel son incluidas en las Tablas de Funciones,
completadas por Jahnke, Emde, y Losch (Referencia 8), la notacion N, (z) ha sido usada en

vez de Y, (z). Ademds, las partes real e imaginaria de las funciones Jy(i'/%z), H(gl)(il/%),

y iV/2J,(i1/22), iV/2HY (i1/22) son respectivamente tabulados. Las primeras dos funciones
son soluciones independientes de la ecuacién

d’y | dy

2 2 2\,

x @qu%f(p —ix®)y =0 (2.102)
cuando p = 0, y las dos ultimas funciones son soluciones cuando p = 1. Material suplemen-
tario, incluyendo tablas de ceros de J,(z), también son incluidas. Tablas resumidas de las

funciones que aparecen en (2.94) son incluidas en las Tablas de Dwight (Referencia 3).

2.4. Funciones de Legendre

Soluciones de la ecuacién diferencial

(1 —.’E2)d2y dy

Tz 2 —pp+ly=0 (2.103)
0, equivalentemente,
d dy
— (1 —2?)== Ly =
T {( x )dx} +pp+1)y=0

son conocidas como las ecuaciones de Legendre de orden p, donde p es tomada como real
y no negativa. Son de uso particular en la solucién de problemas potenciales involucrando
limites esféricos, cuando la simetria rotacional se presenta.

Podriamos notar que z = 0 es un punto ordinario de (2.103) as{ que uno puede tomar
y = > Apx®, con el conocimiento de que ambos Ay y A; serdn arbitrarios. No obstante,
ya que (2.103) también es del tipo (2.6), con M = 2, es un poco mdas conveniente usar el
método de la Seccién 4.7. Asi la introduccién de

y(z) =Y Bt (2.104)
k=0
dentro de la Ecuacién (2.103) produce facilmente los exponentes

S1 = 1, So9 = 0 (2105)
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(como fue anticipado) y la férmula de recurrencia

(s+2k)(s+2k—1)By=—(p—s—2k+2)(p+s+2k—1)Bp_, (2.106) {152}

Con s = 0, esta formula produce el resultado

kP —2)(p—4)---(p— 2k +2)]
1-3-5--(2k— 1)]

(p+1)(p+3)p+5) - (p+2k—1)]
2-4-6---(2k)]

By (0) = (1)

o |

B07

Bi(0) = S5 p(p — 2) -+ (0 — 26 +2)]
{153} (2.107)

x[(p+1)(p+3)(p+5)---(p+2k—1)].

Similarmente, cuando s = 1, la Ecuacién (2.106) da

Bi(1) = %[(p —D(p—3)-(p—2k+1)]
{154} (2.108)

x[(p+2)(p+4)--(p+2k)].

Las soluciones correspondientes a los exponentes s = 0 y s = 1 entonces son de las
formas respectivas

By + Z Bk(0)1‘2k, Byx + Z Bk(1)$2k+1.
k=1 k=1

Los coeficientes de By en estas expresiones son aqui denotadas por u,(z) y vp(z), respecti-
vamente, asi que escribimos

up(z) = 1 — 2t g2 4 p@=2@ElEts)

{155} (2.109)
_ p(=2)(p=4) (p+1)(p+3)(p+5) .6 4.
6! :

vp(z) =z — (p_lz)s(!p+2) 3+ (p—l)(p—3)5(!p+2)(17+4) 25

{156} (2.110)

_(p—1)(p—S)(p—5)7(!p+2)(p+4)(p+6) 27 4

Se puede observar que, si p es un entero par positivo n (o cero) las series (2.109) acaba con
el término involucrando a z", y por lo tanto es un polinomio de grado n. Similarmente, si
p es un entero impar positivo n, las series (2.110) acaba con el término involucrando a z™.
De otra manera, las expresiones son series infinitas. El resultado de la Seccién 4.4 muestra
que las series convergen cuando —1 < z < 1; de otra manera diverge (al menos terminan),
como puede ser verificado directamente.

Asi la solucién general de la Ecuacién (2.103) podria ser expresado en la forma
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y = crup(z) + caup(z)

cuando —1 < x < 1. No obstante, una terminologia diferente es convencional, por razones
que seran ahora explicadas.

Primero consideramos el caso cuando p = n, donde n es un entero positivo o cero. Estos
son los casos que aparecen comunmente en practica. Cuando p = n, una de las soluciones
(2.109) o (2.110) es un polinomio de grado n, mientras la otra es una serie infinita. Ese
multiplo del polinomio de grado n el cual tiene el valor unitario cuando x = 1 es llamado el
el polinomio de Legendre de grado n 'y esta denotado por P, (x).

Asf tenemos, cuando n es par (a) e impar (b),

a)P,(z) = )

un(l)
(2.111)
b)Pa(z) = 2243,
Los primeros seis polinomios de Lagendre son
Po(z) =1, Pi(z) =z, Py(x) = (32 — 1),
Ps(z) = £(52% — 3z), Py(x) = £(3ba* — 3022 + 3), (2.112)

P5(x) = £(632° — 702 + 152).

Para las tultimas referencias, es notado que las funciones u,,(x), con n par, y v,(z), con
n impar, pueden ser mostradas teniendo los siguientes valores para x = 1:

w) =1, ()= ()2t (n=2,4,6,...),
(2.113)
vi(1) =1, vp(1) = (—1)(r-D/22A0 1) (n=3,57,...).

Cusndo p es un entero par n, la solucién v, (z) es en la forma de una serie infinita,
mientras que si p es un entero impar n, la solucién u,(z) es una serie infinita. Los multiplos
apropiados de estas soluciones son llamados funciones de Legendre del segundo tipo y son
denotadas por @, (x). Es convencional tomar los factores multiplicativos de (—1)™u, (1) y
(=1)™v, (1), respectivamente, induciendo a la definicién

—vp (Dup(z) (n impar),

Qn(z) = { un(Nvp(z)  (npar),

donde las constantes w, (1), n par, y v,(1), n impar, son definidas por (2.113). No obstante,
ya que las series aparecen en (2.114) convergen solo cuando |z| < 1, las funciones @, (x) son
definidas por (2.114) solo dentro de este intervalo.

Asi, cuando p es un entero n, un cierto multiplo de esa solucién (2.109) o (2.110) el
cual es un polinomio es escrito como P, (z), y un cierto multiplo de la otra (serie infinita)
solucién es escrita como @, (z), asi que la solucién general de (2.103) en este caso es escrita
en la forma

(2.114)
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y = 1P () + caQn (). (2.115)

Se puede observar (ver Problema 64) que P,(z) y Qn(z) ambos satisfacen la férmula de
TeCUTTeNnCla

nyn(x) = 2n — Day,—1(x) — (n — Dyn_2(x). (2.116)

la Ecuacién (2.116) permite la determinacién de expresiones para funciones de Lagrange en
terminos de funciones correspondientes de grado mas bajo.

A continuacién expresamos a Qo(z) y Q1(x) en forma compacta, usando los metodos de
la Seccién 1.10. Alusién al Problema 42 del Capitulo 1 muestra que las funciones Q. (x) son
expresables en la forma

dx
T=am e e

donde A, y By, () son constantes escogidas convenientemente. En particular, ya que Py(x) =
1, sigue que

Qula) = AuPo(a) [

o, sl |z] < 1,

2 B1-g
De (2.114) obtenemos Qo(0) = ug(1)vg(0) = 0y Q'((0) = up(1)v'9(0) = 1. Por lo tanto
sigue que Ag = 1, By = 0, y tenemos el resultado

1+
1—x

1
Qo(x) = 3 log =tanh™ 'z (2.117)

De igual forma, cuando n = 1, ya que P;(z) = x sigue que

dx
Q1(z) =A1a:/71_x2 + Bz
o, si|z| <1,
T 1+
=A | =log— -1 Biz.
Q1(z) 1(2 g )-+ @

De (2.114) tenemos

Q1(0) = -1 (Duwi(0)=-1 y  Q4(0) = —v1(1)u'1(0) = 0.
Por lo tanto debemos tomar a A; =1y B; =0, y asi obtener

T 1+

Q1(z) = §log 1—»

—1=2Q(z) — 1. (2.118)

{161}



2.4 Funciones de Legendre 57

Las expansiones de la serie Qo(z) y Q1(x), en potencias de x, son facilmente mostradas para
estar de acuerdo con la serie indicada en (2.114).

El uso de la férmula de recurrencia (2.116) ahora permite la determinacién de @, (x) para
cualquier valor entero positivo de n. En este caso uno obtiene, en particular, las expresiones

Q2(z) = Pa()Qo(x) — %%
Qs3(z) = Ps(2)Qo(x) — 522 + 2,
Qa(z) = Pa(2)Qo(x) — R2® + Fu,

Qs(x) = Ps(2)Qo(x) — Bt + 2a? — &

Para valores de z tal que |z| > 1, la integral [ dz/(1 — 2?) toma la forma

(2.119)

1 z+1
— log

5 x_1+C’:coth_1x+C.

Asi, si |x| > 1, la funcién

1 z+1

Qo(e) = 3log T3

es una solucién de (2.103) la cual complementa la solucién polinomial Py(z) = 1. Soluciones

correspondientes @, (x) para valores integrales de m, en el rango |x| > 1, son obtenidos
usando la notacién de (2.120) [en lugar de (2.117)] en la Ecuacién (2.118) y (2.119).

Si p no es un entero, una cierta combinacién de las series (2.109) y (2.110) puede ser
determinada a fin de que permanezca finito y tomando el valor unitario en = 1 (ver
Problema 65). Esta funcién es llamada P,(z), y una segunda combinacién independiente es
denotada por Q,(z), asi que la solucién general de (2.103) en el caso general es escrito en
la forma

=coth 'z (2.120)

y = c1Pp(z) + c2Qp(2). (2.121)

La funcién P,(x) asi definida, no obstante, tampoco permanecerd finita en el punto

x = —1 a menos que p sea integral, y la funcién Q,(z) no pueda ser finita en z = 1. Por
lo tanto las dnicas funciones de Lagendre las cuales son finitas en ambos x =1 y x = —1

son los polinomios de Lagendre P,(x), para los cuales p es integral. (Este factor sera de
importancia en la Seccién 5.14.)
La férmula de Rodrigues, la cual expresa P,(z) en la forma alternativa

1 d*(z?—-1)"
~ 2np) dz™
es particularmente 1util tratando con ciertas integrales involucrando a los polinomios de
Legendre. Probando que (2.122) es consistente con (2.111) para todos los valores positivos
integrales de n es omitido aqui (ver Problema 60), pero es facilemente verificado que (2.122)
se reduce, en los casos especiales de (2.112), a las formas dadas.

De (2.122) se puede deducir que todos los ceros de P, (x) son reales y no repetidos, y
permanece en el intervalo —1 < x < 1 (ver Problema 61). Otro factor importante (Problema

Py () : (2.122)
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62) es que, en el intervalo —1 < 2 < 1, la magnitud de cada polinomio de Legendre es maximo
en los punto finales, asi que

|P,(x)] £ 1 cuando|z| < 1,

Fuera del intervalo (—1,1), cada polinomio P,(x) incrementa o decrese regularmente, sin
méximo o minimo o puntos de inflexion (ver Figura 4.2).

Si |z| < 1, la substitucién x = cos ¢ transforma la ecuacién de Legendre de la forma
(2.103) a la forma

1 d dy
— | sinp—= 1)y = 2.12
g dp (bln(pd(p> +nn+1y=0 (2.123)

0, equivalentemente,

d’y  dy
d—(p2—|—%cot<p+n(n+1)y:0

cuando p = n, y por lo tanto (2.123) tiene la solucién general

y = c1Pp(cos ) + c2Qn(cos p) (2.124)

Ecuaciones de semejante forma frecuentemente presentes cuando las coordenadas esfericas
son introducidas en la solucién de un problema potencial con simetria rotacional. Notamos
que Qn(cos ) no es finito cuando cos ¢ = £1, es decir, cuando ¢ = km, mientras P, (cos )
es solamente un polinomio de grado n en cos ¢. En particular, tenemos las expresiones

Py(cosp) =1, Py (cos p) = cos p,
Ps(cosp) = 3(3cos® o — 1) = 1(3cos2p + 1), (2.125)

Ps(cos ) = 5(5cos® p — 3cos ) = (5 cos3p + 3cos ).

Cuando |z| < 1, las funciones

son llamadas las funciones asociadas de Lagendre de grado n y orden m, del primer y sequndo
tipo, respectivamente. Podian ser mostradas para satisfacer la ecuacién diferencial

P™(x) = (1 — %) (2.126)

d?y dy m?
20— 1) ———
x—=+ |n(n+1) T2

— 2 —_—
(1-=z )da:2 dx

y =0, (2.127)
la cual difiere de (2.103) solo en la presencia del término involucrando a m, y exactamente
reducido a (2.103) cuando m = 0. Cuando |z| > 1, las definiciones (2.127) son modificadas
reemplazando 1 — z2 por z2 — 1.

Para cualquier valor integral no negativo de m, la ecuacion (2.127) posee una solucidn
no trivial la cual es finita en ambos x=1 y =2 solo cuando n es un entero, y esa solucion
es un mailtiplo de P (z), con n = m.

La substituci’on & = cos ¢ transforma a (2.127) en la ecuacién
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Py dy

— + =—cotp +

de?  dy

[n(n +1) —m?csc® ]y = 0,

(2.128)

la cual de esta manera es satisfecha por P (cosvarphi) y Q7 (cosvarphi). Estas funciones
son comunmente utiles en la solucién de problemas potenciales involucrando limites esféricos,

en la ausencia de simetria rotacional.

2.5. La Funciéon Hipergeométrica

Las soluciones de la ecuacion diferencial

d?y

x(l—x)——k[v—(a+ﬁ+1)x]§—‘z—a6y:0

dx?

son generalmente llamadas funciones hipergeométricas, ya que sus representaciones en series
son, en un sentido, generalizaciones de la serie geométrica elemental. Ya que (2.129) es del

tipo (2.6) con M =1, la serie (2.9) se reduce a la forma usual

y(x) = Z Byahts.
k=0

Los exponentes son encontrados

asi que solo una solucién de la forma asumida puede ser esperada cuando « es integral. La

‘9:071_75

férmula de recurrencia es obtenida en la forma

(s+k)(s+k+y—1DBy=(s+k+a—1)(s+k+8—1)Bis

de la cual se sigue

By(s) =

[(s+a)(sta+1)--(sta+k—1)]

[T D G+2) (0]

X1

[(s+B)(s+B+1)-(s+B+k—1)]
G+ (5H7+1) - (str+k—1)] By (k=1).

(kz1),

Correspondiente al exponente s = 0, de esta manera obtenemos la solucién

_ oot D) (et k- DIBE+1) Bk -1)]
y—{1+; [12k}[7(7+1)(7+k_1)] }

El coeficiente de By en (2.134) es escrito como F(«, 5;7v;x), y la serie es conocida como la

serie o funcion hipergeométrica,

F(a,f;vix) =1+

ala+ DAGBHY) ,

a- 0
1.-v

T+

1-2-9(y+1)

(2.129)

(2.130)

(2.131)

(2.132)

(2.133)

(2.134)

(2.135)
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Se encuentra que la serie (2.135) converge en el intervalo |x| < 1 y también que, cuando
x = +1, la serie converge solo si v — a — 8 > 0 y, cuando x = —1, la serie converge solo si
y—a—-0B+1>0.

Se debe hacer notar que si @« = 1 y § = 7, la serie se conviente en la serie geométrica
elemental

1
F(1,8;8;2) =14+a+a> +--- 2" +--- = T (|| < 1). (2.136)
—x
También se puede observar que, a causa de la simetria en o y (3, estos parametros son
intercambiables,

Fla, 87 2) = F(B, a;7; ). (2.137)
La solucién (2.135) no existe (en general) cuando 7 es cero o un entero negativo.
Correspondiente al exponente s = 1 — -, obtenemos la solucién

y = Boz'™7 = {14—}:;;1Ka—v+1xﬁ;gf?{<a—w+kﬂ

(2.138)

o LB+ (B=742) - (B=y+k)] . }
[(2=7)B=)(k+1-7)] :

La serie entre corchetes en (2.138) se observa que difiere de (2.134) solo en que «, (8, y v en

(2.134) son reemplazados por (¢ —vy+1), (B—~+1), y (2—+), respectivamente, en (2.138).

Por lo tanto (2.138) puede ser escrito en la forma

y=DBox' "Fla—v+1,8—v+1;2—y;2). (2.139)
La solucion (2.139) no existe (en general) cuando « es un entero positivo mds grande que
la unidad. Cuando vy = 1, la solucién (2.139) llega a ser identica con (2.135).
De esta manera, si v no es cero o un entero, la solucién general de (2.129) puede ser
expresada en la forma

y=cF(a,fva)+ ez TFla—y+1,8—-y+1;2— 1), (2.140)

cuando |z| < 1. Los casos excepcionales pueden ser tratados por los métodos de la Seccién
4.5.

Muchas funciones elementales son expresables en terminos de la funcién hipergeométrica
(2.135), incluyendo los siguientes ejemplos:

(1—-2)"% = F(a, 35 35 2),

k k+1 1
(1+@k+ax)k2F<2,;;;Txﬁ,

k 1
(1+v1—x)k=2kF(2ft;;k+hx>,

log (1 —2)=2F(1,1;2;x),

1+ 1.3 5
l_x—ZxF(Q,l,Tm).

log
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2.6. Solucion en Series Validas para Valores Grandes de
X

En la seccién precedente habiamos considerado soluciones en series validas en un intervalo
centrado en el punto x = 0, y habiamos notado que eran deseables soluciones validas cerca de
un punto x = xq, tales soluciones podrian ser convenientemente obtenidas por reemplazando
primero a x = xy por una nueva variable independiente ¢ y entonces buscando solucion en
series de la forma

S A, = 3 A — )™

de la nueva ecuacién. En tales casos, el punto x = xg naturalmente no deberia ser peor que
un punto singular regular.

De esta manera, si las soluciones en series de la ecuacién de Bessel de orden cero en
potencias de x — 1 fueron requeridas, podriamos establecer a t = x — 1 y asi transformar
esta ecuacion a la forma

d’y | dy
I+ 83+ -+ (1 +Dy=0.
Ya que el punto ¢t = 0 es un punto ordinario, dos soluciones de la forma > A,t" pueden ser
obtenidas y reescritas finalmente en la forma deseada > A, (z — 1)™.

A fin de investigar el comportamiento de las soluciones para valores grandes de x, di-
rigiendonos a la posibilidad de reemplazar 1/2 por una nueva variable independiente ¢, y
entonces estudiando el comportamiento de las soluciones de la nueva ecuacién para valores
pequenos de t, ya que t — 0 como |z| — oco. Si la nueva ecuacién tiene el punto ¢ = 0 como un
punto ordinario, obtenemos dos soluciones de la forma > A,t" = > A,2~", mientras que
para un punto singular regular al menos una solucién > A, t" "5 = >~ A, x7 "% es obtenida.

Con la substitucién z = 1/t, la ecuacién

d*y dy
) + al(x)ﬂ +az(x)y=0 (2.141)
se conviente en
d’y 1 I\|dy 1 1
— 4+ — |2t — - — 4+ — — =0. 2.142
a2 e { al<t>] dt+t4a2<t)y (2.142)

Si el punto ¢ = 0 es un punto ordinario (o un punto singular) de (2.142), es convencional
decir que “el punto x = oo es un punto ordinario (o un punto singular de (2.141)).” El
uso de tal frase es motivada por el hecho de que. si ¢ = 0 es un punto ordinario (o un
punto singular regular) de (2.142), entonces (2.141) posee soluciones de la forma > A,z™"
(oY Apz—"7%).

La ecuacién (2.142) muestra que a fin de que = oo sea un punto ordinario de (2.141)

las funciones
1 1 1 1
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debe ser regular en t = 0, mientras a fin de que z = oo sea un punto singular reqular de

(2.141) las funciones
1 1 1 1
- - — - 2.144
(i) v ge(3) (2,144
debe ser regular en ¢t = 0.

Para ilustrar, notamos que, si a; y az son constantes en (2.141), el punto x = oo es un
punto singular irreqular al menos a; = as = 0, ya que las funciones a;/t y as/t?> no son
regulares en t = 0.

La ecuacion de Bessel (2.17) también tiene un punto singular irregular en x = oo, ya

que la funcién
1 /1 1,
a2 ) = = —
p2\y) "2 P

no es regular en ¢ = 0. De esta manera, la ecuacién de Bessel tiene x = 0 como un punto
singular regular y x = oo como un punto singular irregular. Todos los demés puntos son
ordinarios.

La ecuacion de Legendre (2.103), no obstante, tiene un punto singular regular en & = oo,

ya que
o1y _ 2 1. () _ppt])
N\ 1 Y p\Y) T e

son regulares en t = 0, mientras que las funciones (2.143) no son regulares en ¢t = 0. De esta
manera se observa que la ecuacién de Legendre tiene puntos singulares regulares en x = +1
y en x = oo y puntos ordinarios en otra parte.

La expansién de @, (x) en potencias inversas de x cuando |z| > 1 pueden ser expresadas
en terminos de una serie hipergeométrica en la forma

nly/m F(n+1 n—l—l.n—|—3.1>

(n+ 1)(2z)n+1 z2

@n(@) = 2 "2 2 g2

Para la ecuacidn hipergeométrica (2.129) encontramos que x = 0o es un punto ordinario
solosia=0,8=10sia=1, =0,y es un punto singular regular de otra manera. De esta
manera, excepto por los casos notados, la ecuacién hipergeométrica tiene puntos singulares
regulares en x = 0, x = 1, y £ = oo y puntos ordinarios en otra parte. La solucién general
cuando |z| > 1 es de la forma

1
yzcw‘"F(ma—v—&—l;a—ﬁ—&—l;)
x

1
+egr PR (6,6v+1;ﬂa+1;x>,

previniendo que § — a no sea integral. (Ver Problema 76.)
Si, en la ecuacién hipergeométrica (2.129), reemplazamos 2z por una nueva variable in-
dependiente z /3, obtenemos la ecuacién
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d?y x| dy
x(1_>x+|}y—x—(l+a)ﬁ %—ay—o. (2.145)

la cual tiene puntos singulares regulares en x = 0, x = 3, y ¢ = «, y cuya solucién general,
cuando |z| < 1, esta dada por (2.140) con z reemplazado por z/3. Si ahora dejamos § — oo,
la Ecuacién (2.145) formalmente se conviente en

2
x%—&—(v—m)% —ay =0. (2.146)
En la transicién de (2.145) a (2.146), hemos movido el punto singular en z = 3 en (2.145)
dentro de la coincidencia o “confluencia” con el segundo punto singular en £ = oo. Por
esta razén, (2.146) es conocido como la ecuacion hipergeométrica confluente. Esta ecuacién
es un caso especial de (2.6), como fue sefialado al final de la Seccién 4.7, y es de alguna
importancia en aplicaciones. Es de interes notar que x = oo es un punto singular irregular de
(2.146), formado por la confluencia de dos puntos puntos singulares regulares originalmente
distintos. (También ver Problema 14.)

En casos donde z = oo es un punto singular irregular, es frecuentemente posible obtener

series del tipo

ylx) ~ e™® Z el (2.147)
k=0
tal que substituciones formales de la serie dentro de la ecuacion diferencial reduce la ecuacién
a una identidad. No obstante, la serie asi obtenida generalmente no converge para cualquier
valor finito de xz. Todavia, ellos generalmente tienen la propiedad de que si un nimero finito,
N, de terminos es retenido, la suma, Sy (), de estos términos aproxima a la solucién y(z) de
tal manera que no solo la diferencia y(z) — Sy (z) sino también el producto ¥ [y(x) — Sn ()]
se aproxima a cero como |x| — co. Tales series, llamadas expanpansiones asintoticas de una
solucién y(x), son de uso no solo en el estudio de la naturaleza de soluciones para valores
grandes de |z| pero también calculando valores de tales soluciones con predecible exactitud.
La razén es que en tales casos el error asociado al calcular y(z) usando N terminos es del
orden de la magnitud del siguiente (abandonado) término, proporcionando que el término
sea numericamente mas pequeno que el dltimo término conservado. [Esto, por supuesto,
no es una propiedad general de todas las series divergentes (o convergentes).] Aunque este
error incremente eventualmente sin limite mientras que IV incremente, los primeros términos
sucecivos frecuentemente decrecen rapidamente en magnitud cuando x es grande, de modo
que podria pararse en un término del orden de la magnitud del error tolerable.
Las aproximaciones asintdticas dadas en las ecuaciones (2.59-2.61) para las funciones de
Bessel representan en cada caso el término principal de las expansiones asintoticas de este
tipo, las cuales son listadas como sigue

JIp(x) ~ % [Up(:r) cos (x - Z - p%) — Vp(z)sin (z - % - %r)} , (2.148)
Y, (x) ~ % [Up(x) sin (x - % - %) — V() cos (x — % — %)} , (2.149)

{192}
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2 _
HY(z) ~ —[U,(z) + i%(x)]ez[rf(ﬂ/ﬁl)f(mﬂ)]’

P T
2 . —ilx—(m/4)—(pm
HP (@)~ A = [Upl) = iV ()]e™ o= (/0= m/2,
e[L‘
Ip(x) ~ —==Wp(@),
T
671‘
Kp(l‘)N Wp( 3}‘)7
2x

donde U,, V,,, y W, denotan las respectivas series asintdticas

2_42 2_ a2
Uplw) = 1 = C=p=)

+ (4p®—12)(4p>—3*)(4p*—5>)(4p*—7%) _ .
11(82)7 )

Ap* — 12 (4p® — 1%)(4p® — 3%)(4p* — 5%)

Vol@) = gz - 31(87)3

W, () = Uyliz) — iV (ix)

2 .2 2_q2 2 a2
=1+ 41911811 + 21!(23%132 2

(2.150)

(2.151)

(2.152)

(2.153)

(2.154)

(2.155)

(2.156)

Para ambos U,(x) y V,(z) es conocido (Referencia 17) que el error cometido cuando la
expansion es terminada con el k — esimo término no es mas grande en magnitud que el
valor absoluto del (k + 1) — esimo término, estipulando que & > (2p — 1)/4. La misma
declaracioén aplica a Wy(x) si k > (2p — 1)/2. Estas expansiones son frecuentemente usadas
en la evaluacién numérica de solucién de problemas involucrando funciones de Bessel de
argumento grande, cuando la precision proporcionada por el término principal es insuficiente

o sujeto a cuestion.

Las series asintdticas, como se definid, son en ocaciones también llamadas series semi-

convergentes.
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Capitulo 3

Ortogonalidad de las funciones

especiales

3.1. El problema de Sturm-Liouville y ortonormaliza-

cion de Gram-Schmidt

Supongamos que tenemos un operador diferencial de la forma
L =po(z) & +p1 () 4 +p2 (%)
dz? dx
donde pg (z) # 0 para = 0, que da lugar a la ecuacién diferencial
d2

Lu(z) = po () 5 u () +p1 (2) %u () +p2 (z) u(z) =0

definida en el intervalo a < x < b. El operador adjunto de L se define como

L= % [po (#) ] — % [p1 ()] +p2 (2)-

y actia sobre la funcién u (z) en la forma

2
Lu (@) = 05 [ (@) w ()] — - [py (@) )]+ p2 (&) [ )]

Si L es igual a su operador adjunto,

L=T1,
se dice que L es un operador adjunto. La Ec. (3.4) puede escribirse también como
Tu(e) = po(e) oy fu (o)) + 26 (0) - pr (2)] - [u ()

= DPo a2 Po P dx

+ 10 (2) — P (2) +p2 ()] u (2),

(3.3)

{stuo0}

{stu01}

{stu02}
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entonces, si L es autoadjunto deben cumplirse las siguientes igualdades

p(x) = 2py(z) —pi(2) (3.7)
pa(x) = po(x)—p) () +p2(x). (3.8)

Estas dos igualdades se satisfacen si se cumple que

_ dpo (95)'

{stu05} 1 (x) = pg (2) I

Ademids, de cumplirse esta igualdad, el operador L puede ponerse en la forma

— d? , d
Lu(z) = Lu(z) = po(2) 7ou (@) +po (x) ou () +p2 (2) u (@)
d du (x) d du (x)

= @ 2] @ = oo 2
donde p (z) = po () y q(z) = p2 (2).
Cualquier operador puede convertirse en un operador autoadjunto si se multiplica por

el factor
1 T (8)
{stuo4} w(z) = 7o (@) exp {/ 2o (D) dt] . (3.11)
De esta manera,
{stu06} L=yp(zx)L (3.12)

es un operador adjunto. Al multiplicar L por el factor p(z) de la Ec. (??) obtenemos un
operador de la forma

£ = 0 (@) 5 45 (@) =+ 2 () (3.13)
donde

— _ “p1(t)
o= m@u) =ow| [ 2l (3.14)
— ) (e :pl(f)ex T (t)
o= pi(z)p@) 20 () p[/ po(t)dt] (3.15)
- N _ p2(%) ox T (t)
= e =20y | [0, (3.16)

De estas ecuaciones es ficil notar que la condicién (3.9) se cumple para estas funciones

£ (2) = B’ () = 21D e [ [ dt] | (3.17)

po () po (1)

entonces, cualquier operador de la forma (3.12) es autoadjunto.
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3.2.

Ortogonalidad de las funciones de Bessel

La ecuacién diferencial (2.17) puede ponerse en la formal4]

d? p d P a’ p v
7JV( me) 7‘]11( l/mf) e —
pdp2 Gomy + dp Gomy + a?
donde hemos hecho el cambio de variable
T = aumg
a

2

=) (@) =0

Y Qum es la m-ésima raiz de la funcién de Bessel J, (x) de tal manera que

JI/ (aum) =0 5

m=20,1,2,...

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Para cualquier otra raiz, digamos n, tenemos que se cumple la ecuacién de bessel (2.17)

p;Il;Ju (aun§> + d%)Jy (Olyn§> + (

a?

Las ecuaciones (3.18) y (3.21) pueden reescribirse como

g oot (2

o (0 2)] + (222

a

&
dp

2

2

2

2
P

p) Ju (cm?)
_ ”p) T (@)

) () =0

Multiplicando (3.22) por J, (aunp/a) v (3.23) por J, (aymp/a) obtenemos que

(o)

Jy (a,,m8>

a

Lo, (am?)] + (22

dip {piju (aunZ)} + (a(?,l;p - Vp) Ju (aun§> Jy (Olvmg)

2

2

=) (am8) 9 (wun)

Integrando el primer término de la Ec. (3.24) por partes se obtiene

(o) 0

[t b

[JV (@n?) pd%JV

_/p
0
a
_/p
0

d

dp

d

dp

(00 8)]
Jy (aum§> d%JV (ayn

Ju (aymg) d%JV (am

p

a
p

a

(3.21)

(3.22)

(3.23)

03.24)

03.25)

)
)

(3.26)
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ya que el factor p al igual que J, (ana/a) = 0 permiten que el segundo término del primer
renglén de la ecuacién anterior se anulen. Analogamente, tenemos que

[t i i ] = [ s ()]
[ el ) o o)

[ o (@) 20, (aun?) do

(3.27)

Finalmente, sustituyendo estos dos tltimos resultados en las Ecs. (3.24) y (3.25) y sustra-
yendo la segunda de la primera obtenemos

a 2 2
L[(%2 =) (0on?) 1 (00?)
- (p _ f) I (00 2) 2o (0 2) ] = (3.28)

entonces

042 2

OO /0 "ol (awm2) 7, (awnL) dp = 0. (3.29)

De esta ecuacion puede verse inmediatamente que

a
p p =0 , aum—Qun 7é 0
(bessel61} /0 pJ, (a,,mg) Jy (a,,na) dp{ 20 L amIam Ty (3.30)

)

Para conocer la normalizacién de las funciones de Bessel es importante calcular la integral

/Oa P {Jl, (aumg)} ’ dp. (3.31)

Multiplicando el lado izquierdo de la Ec. (3.18) por 2pdJ, (aump/a) /dp

205090 () 5 oo (cm)
+2pdilpj,, (Oéumg) (aﬁargp — sz) J, (aum§> =0,

notamos que ambos términos pueden también escribirse como

(3.32)

+ (“2;;’32 - VZ) { [dCfOJ (amZ)r} ) (3.33)
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Integrando toda la expresion anterior
@ q d 'NE
— < |p=—J (al,mﬂ dp
/0 dp { { dp a
a a2 p2 9 d P 2
vm o 71]” ( u’rn*) dp = 0. 3.34
o ) [ ()] 634
El primer término se integra trivialmente como
“d [[ d 2 d "
/ - |:p<]1/ (aum,p):| dp = |:pt]u (aump):|
o dp dp a dp a o

— i [ o)) = (00n) + L (0]

p=a p=a
= a12/m [JV+1 (aum)]2 . (335)

En el dltimo rengdn de las ecuaciones anteriores hemos utilizado las Ecs. (2.64) y (2.65).
Integrando por partes el segundo término de la Ec. (3.34)

/Oa (a,%;;f N u2>2 { [;i)JZ, (aymg)r} dp

=2 [ [ (oo 8)] oo
- KO‘%’;”Q - u2> 7, (aumg)r. (3.36)

0

Si v > 0 entonces

[(o/ﬁ;pQ - V2> v (O‘”mZ)]: = (apm = V*) Iy (awm) + v, (0) = 0. (3.37)

yaque J, (0) =0siv > 0, Jy (0) = 1 pero para este caso v = 0y por definicién J, () = 0.
Sustituyendo las Ecs. (3.35), (3.36) y (3.37) en la Ec. (3.34)

2

K / & (aumS)F pdp = @l [Tt (Qum) = @l [Tt (wm)®. (3.38)

a2

Combinando los resultados de la ecuacién anterior y (3.30) otenemos las reglas de ortonor-
malizacién de la funcién de Bessel

P P aum_aun#o

/0 o (0‘”7”5) Ju (O‘”"E> pdp = { (‘)122 [:7,,+1 (al,m)]2 . Qum — Op = 0. (3.39)



70

Ortogonalidad de las funciones especiales




Bibliografia

[1] Francis B. Hildebrand. Advanded Calculus for Applications, chapter 2.9. Prentice-Hall,
, New Jersey, 1976.

[2] G. Arfken. Mathematical Methods for Physicists, chapter 10.1. Academic Press, San
Diego, 1985.

[3] G. Arfken. Mathematical Methods for Physicists, chapter 11.1. Academic Press, San
Diego, 1985.

[4] G. Arfken. Mathematical Methods for Physicists, chapter 11.2. Academic Press, San
Diego, 1985.



