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Introduccion

El objetivo de estas notas es apoyar al alumno durante el curso de Propiedades Eléctricas
y Magnéticas de la Materia. No comprende todos los temas del programa de la materia.

En muchas de las secciones hay contribuciones que se hicieron a través de las tareas de
alumnos o bien por notas elaboradas en servicios sociales.

Es importante destacar la colaboracién de

» Hugo Flores Ruiz contribuyé transcribiendo a IXTEXy revisando varios manuscritos de
las secciones 1.1 a la 1.10.

» José Antonio Gonzales Martinez contribuyé transcribiendo a WTEXy revisando varios
manuscritos de las secciones 1.11 a la 3.1.
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Objetivos

Los objetivos de estas notas son:

1.
2.

Estudiar a los materiales que tienen respuesta al campo eléctrico.

Enumerar las distintas respuestas que pueden presentar los materiales al campo eléctri-
co.

Estudiar el origen de la respuesta de los materiales al campo eléctrico.
Estudiar a los materiales que tienen respuesta al campo magnético.

Enumerar las distintas respuestas que pueden presentar los materiales al campo magnéti-
co.

Estudiar el origen de la respuesta de los materiales al campo magnético.
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Capitulo 1

Respuesta al Campo Eléctrico

1.1. El campo electrostatico en medios dieléctricos

1.1.1. Repaso

Ecuaciones de campo eléctrico y potencial eléctrico de una destribucion volumetrica de

carga
= 1 7=

()

_ )V * 1.1
4meq V|F—F*\p(r)d (1.1)

1 p(7™)
= ——dV* 1.2
() dmeg Jy, |7 — 7] (1.2)
Ecuacion de Gauss
@fiima:Q (1.3)
s

El Dipolo eléctrico
Dos cargas iguales y de signo contrario a una pequena distancia de separacién forman un
dipolo eléctrico. El campo eléctrico por tal distribucién esta dado por (ver la figura 1.1)

T N L (1.4)
7P =3 7= '

para cualquier valor de q y cualquier valor de separacion [. Ahora hacemos una aproximacion
en la que |I| << |F—7*| por lo que podemos desarrollar a 1.4 a primer orden como lo notamos
acontinuacion.

_3 ~ '
Pl = () (-2 T P
27 — ) - 1 12
I [T it L
P -
37— ) -1
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Figura 1.1: Geometria para calcular el campo eléctrico (vease 1.4) de dos cargas puntuales
separadas una distancia |I|.

Por lo que al sustituir 1.5 en 1.4 tenemos lo siguiente:

5o 4 3F—) L [
E() = Fe ) e 1.6
(7) 47r60{ \F—F*|5 ( ) |F—f’*|3 (1.6)
y definimos al producto de ¢ y [ como 12
p=al (L.7)

y a 1.7 le lamamos ”momento dipolar”, por lo que 1.6 la podemos escribir como:

B = 2 {3(F—7”)'5(F_7;*)_45|3+...} (1.8)

dreg | |7 — [ |7 —

La distribucion de potencial distribuida por las dos cargas puntuales(ver figura 1.1), tambien
es importante de estudiar. La distribucién de potencial para este dipolo es el siguiente:

o q 1 1
e ‘7:‘77—:*7[] |7 — 7]

o(7) (1.9)

Desarrollando el primer término de 1.9 a primer orden como se hizo en 1.5 y con ayuda de
1.7 podemos escribir a 1.9 como:

oy = L= T 1 p ()

= - (1.10)

dmey |7 —
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La ecuacion 1.10 nos da el potencial de un dipolo eléctrico, de este potencial puede estimarce
el campo eléctrico 1.5. Tambien resulta de interes estudiar la energia potencial de un dipolo
eléctrico que se coloca en un campo eléctrico externo, esto es

U = —qpext(7) + qPeat (I + 1) (1.11)
Si consideramos que |I] << |7] podemos desarrollar a (7 + 1) en serie de potencias conser-
vando los dos primeros terminos es decir:

Peat (F+ 1) = Peat + 1 Vpear (1.12)

por lo que podemos escribir a 1.11 como:

—

U= qf v@ezt = _ﬁ' Eemt(F) (113)

1.1.2. Polarizacién

Un material dieléctrico ideal es aquel que no tiene cargas libres. Sin embargo, todos los
medios naturales se componen de moleculas, estas a su vez se componen de entes cargados
(nucleos atémicos y electrones), y las moleculas de los dieléctricos son, de hecho, afectadas
por la presencia de un campo eléctrico. El campo eléctrico produce una fuerza que se ejerce
sobre cada particula cargada, empujando las particulas positivas en la direccion del campo,
v las negativas en sentido opuesto, de modo que las partes positivas y negativas de cada
molecula se desplazan de sus posiciones de equilibrio en sentidos opuestos, sin embargo estos
desplazamientos estan limitados (en la mayoria de los casos, a fracciones muy pequenas de
un diametro molecular) por intensas fuerzas restauradoras que se forman por el cambio de
la configuracion de las cargas de la molécula. El término carga ligada, en contraste con la
carga libre de un conductor, se usa a veces para poner poner énfasis en el hecho de que
tales cargas moleculares no estan libres para moverse muy lejos o ser extraidas del material
dieléctrico. El efecto total, desde el punto de vista macroscopico, es facil de visualizar de
visualizar como un dezplazamiento de toda la carga positiva en el dieléctrico en relacién con
la carga negativa. Se dice entonces que el dieléctrico estd polarizado.

Un dieléctrico polarizado, aun cuando sea eléctricamente neutro en promedio, produce in-
dudablemente un campo eléctrico en los puntos exteriores e interiores al dieléctrico. Es decir
la polarizacion del dieléctrico depende del campo eléctrico total del medio, pero una parte
del campo eléctrico es producida por el mismo diléctrico.

En esta subseccién veremos la polarizacién de un material dieléctrico en escala macroscépi-
ca.

Definamos la polarizacién P como:

Sy

(1.14)

1

donde:

Ap= / dqi (1.15)
AV

es el momento dipolar eléctrico de un elemento de volumen AV,
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A un cuando AV se considere muy pequenio desde el punto de vista macroscépico, con-
tiene aun muchas moléculas. A veces conbiene hablar del momento dipolar de una sola

molécula y la definimos como:
D :/ dqr (1.16)
molecula

de forma tal que la ecuacién 1.15 la podemos escribir como:

AF= Pm
pues la suma incluye todas las moléculas contenidas en el elemento de volumen AV en
consecuencia la ecuacién 1.14 la podemos escribir como:

5 2mDPm AP
P = SRt = o0 (1.17)

1.1.3. Campo externo de un medio dieléctrico

Consideremos ahora un pedazo finito de material dieléctrico polarizado; es decir que se
caracterize en cada punto ™ por una polariza cién ﬁ(f’*) la polarizacién da origen a un
campo eléctrico, y nuetro problema es calcular este campo en un punto 7, que estd fuera
de la masa del dieléctrico (ver figura 1.2). Cada elemento de volumen AV* del dielétrico se
caracteriza por un momento dipolar Ag = PAV* y como la distacia entre (z,y,z) y AV*
es grande conparada con las dimenciones de ésta ultima, el momento dipolar determina
completamente la contribucién de los AV* al potencial por lo que el potencial debido a un
elemento de volumen del cuerapo una distancia |77 — 7| es:

_ P (1.18)

El potencial total debido al cuerpo de volumen Vj es:

() = — /VP(T*)'(F_F*)CW* (1.19)

 dmeg 7 — )

Ahora mediante algunas transformaciones matematicas se escribird a 1.19 en una forma mas
practica de visualizar. Primero comenzamos trabajando el término

. 1 P
\Y% ( — ) = P (1.20)

P(i=) _ 5 o (1) (1.21)

=
y nos hayudamos de la siguiente entidad vectorial

V* - (fR)= fV* - F+F.V*f (1.22)
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Figura 1.2: El campo eléctrico en (x,y,z) se puede calcular sumando las contribuciones de-
bidas a los diversos de volumen AV’ en Vg se denota por Sy
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en donde f es una funcién escalar diferenciable y F un potencial vectorial, por lo que 1.21
lo podemos escribir como:

P'(?"T’):v*( r >_ I o p (1.23)

y si ahora sustituimos a 1.23 en 1.19 obtenemos que:

1 P v*. P
= ol o = | 1.24
() 4m0{/vov <|F—F*>dv /V F—md“} (1.24)

Aplicando el teorema de la divergencia al primer elemento del segundo miembro, podemos
escribir a 1.24 como:

1 P.ii -v*.P
() = / o da*+/ S (1.25)
dmeg | Jg, |7 — 7| vo 77— 7%

Las cantidades P-it y —vV.P que aparecen en las integrales de 1.26 son dos funciones escalares
obtenidas a partir de la polarizacién P y como tienen unidades de carga por unidad de area
y carga por unidad de volumen respectivamente, entonces se define a:

op=P-ii=P, (1.26)

pp=-V*-P (1.27)

y llamamos ha 1.26 y 1.27 como densidades de carga de polarizacion. La densidad superficial
de carga de polarizacién estd dada por la componente de polarizacion normal a la superficie,
y la densidad volumetrica de carga de polarizacién es una medida de la no uniformidad de la
porla rizacién dentro del material. Entonces por 1.26 y 1.27 podemos escribir a 1.25 como:

1 Op * / Pp *}
7 = - — da + — — dv 1.28
#(7) 47eq {/So |7 — 7| vy |7 — 7| ( )

Ahora procedemos a calcular el campo eléctrico de la forma E(7) = —V(7) y notando que
= _V* (

la ecuacion 1.20 obtenemos a partir de 1.28 el campo eléctrico dado por:

1 o i
E(F) = /7””(7” rg)da*Jr/ 2o (T T) gy (1.29)
dmeg | Js, |7 — 7 Vo |7 — 7]

Es importante acotar que la carga total en el dieléctrico total @), es cero esto es:

1
= =) Y empleando

V actua sobre las variables no primadas tenemos V (

Q, = / (—v* : 13) dv* +7§ P itda* = 0 (1.30)
Vo So

aplicando el teorema de la divergencia.
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Telesclicn
Dheléctrioo

Figura 1.3: Construcién de una superfie Gaussiana S en un medio dieléctrico
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1.1.4. Ley de Gauss en un Diléctrico

En la figura 1.3 la superficie de trazos S es una superficie cerrada imaginaria colocada
dentro de un medio dieléctrico. Consideremos cierta cantidad de carga libre (), contenida en
el volumen limitado por S y supongamos que esta carga libre se encuentra en las superficies
de los tres conductores en las cantidades q; g2 y g3 y por ley de Gauss.

fﬁ-ﬁdaz l(Q+Q,,) (1.31)
S €0

donde @ = ¢1 + g2 + g3 es la carga libre y @, es la carga de polarizacion dada por:

Q,,:/ (fv-ﬁ) dv+/ P -iida (1.32)
\% S1+S2+S3

en 1.32 es el volumen del dieléctrico encerrado por S, no hay limitaciéon del material dieléctri-
co en S, de modo que la integral de superficie no contiene una contribucion de S. Al aplicar
el teorema de la divergencia al primer término del miembro de 1.32 tenemos que:

QR = / —P-ﬁda+/ P - iida
S+S514+S2+8S3 S1+S2+S3

= —jfp.ﬁda—/ P-ﬁda+/ P fida
S S1+S2+S3 S1+S2+S3

= —jq{ﬁ~ﬁda (1.33)
S

por lo que al sustituir 1.33 en 1.31 tenenmos que:
, 1 .
?{E-ﬁda: —(Q—?{Piida) (1.34)
s €0 s
la cual la podemos escribir como:
j{(eoﬁ + P) -fida = Q (1.35)
s

y definimos D = ¢E + P como el vector de Desplazamiento Eléctrico, el cual tiene las
misma unidas que P por lo que 1.35 lo podemos escribir como:

]{5 cfida = Q (1.36)
S

la ecuacién 1.36 nos dice que el flujo del vector 5, que pasa por una superficie cerrada, es
igual a la carga libre total introducida en el volumen cerrado por la superficie. al aplicar el
teérema de la dovergencia sobre 1.36 y si Q esta distribuida con una densidad de carga p
obtenemos:

V-D=p (1.37)
a 1.37 se le llama forma diferencial de la ley de Gauss. Es conveniente escribir al campo
eléctrico E en funcién de D y P esto es:

B 1 = 1~
E((E,y72) = ;D("Eﬁ%z) - %P(.%',y?Z) (138)
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1.1.5. Susceptibilidad Eléctrica y Constante Dieléctrica

El grado de polarizacién depende no sélo del campo eléctrico, sino de las propiedades de
las moléculas que forman el material dieléctrico. Desde el punto de vista macroscdpico, el
comportamiento del material se especifica completamente por una relacién que se determina
en forma experimenral llamada ecuacién constitutiva, P = ﬁ(E) donde E es el campo
eléctrico macroscépico,  esto es una relacién puntual, y si E varfa de un punto a otro dentro
del material, entonces P varia igualmente. En la mayoria de los materiales, P se anula cuando
E se anula. A los materiales los podemos divir en aquello con polarizacién permanente y sin
polarizacién permanente. A los materiales sin polarizacién permanente los podemos clasificar
en isotrépicos y anisotrépicos, y a estos en lineales y no lineales.

En el caso en el que la polarizacién no es permanente Y que la relacién entra la polarlzamon y
el campo eléctrico externo es puntual tenemos que: E=01lo que implica P=0.Y podemos

escribir la siguiente relacién. . L
P=x(E)E (1.39)

con x(E) es la susceptibilidad eléctrica del material. Ahora analicemos un poco los casos en
que el materia es isotrépico y lineal.

Para que el material sea lineal xy = constante entonces:

Pac = XEx
P, = xE,
P, =xF, (1.40)

En el caso isotrépico y no lineal x = x(F) tenemos

Pa: = XEx
P, = xE,
P, =xF, (1.41)

En el caso anisotrdpico y lineal x;; son constantes con ¢ = x,y,2y j = x,¥, z tenemos

Xzz  Xzy Xaz
X = Xyz  Xyy Xyz (1.42)
Xzz  Xzy Xzz

por lo que

P, = szE:r + waEy + szEz
Py = XyaEr + Xyy By + Xy-E-
P, = Xza By + XzyEy + X2 B (143)

En el caso anisotrépico y no lineal tenemos x;; = xi;(E) con i = z,y,zy j = x,y, 2 por lo
que 1.42 lo podemos escribir como

wa(E) X$y(E) sz(E)
X(E) = Xy (E)  Xyy(E)  Xyz(E) (1.44)
Xzz(E) Xzy(E) Xz=(E)
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Ahora analicemos que relacién exite entre €y y x(E) en forma general (medio no lineal y
anisotrépico) para esto tomenos la definicion de D y sustituyamoes en esta a 1.39 por lo
que obtenemos:

D = [eo + x(E)E (1.45)

y definimos
e(E) = ¢ + x(E) (1.46)

donde a 1.46 lo llamamos permitividad del medio y tiene las mismas unidades que x(FE) y
€o por lo que escribimos a 1.46 en la forma

e(E) = Xyz (E) Xyy (E) + €0 Xyz (E) (1.47)
sz(E) Xzy(E) Xzz(E) + €0

y definimos a k como la constante dieléctrica dada por

k=— 1.4
- (1.49)

1.2. Tedria Microscopica de los Dieléctricos

Primero debemos de saber como los vectores de campo E y D varian al pasar por una
zona interfacial entre dos medios, estos pueden ser dos dieléctricos con diferentes propiedades
o un dielectrico y un conductor. Como se ve en electromagnetismos las condiciones

(ﬁg—ﬁl) '7_7:2:0'
(EZ - El) =0, (1.49)
donde o es la densidad superficial de carga externa.

1.2.1. Campo Molecular en un Dieléctrico

El campo eléctrico responsable de la polarizacion de una molecula del dielectrico se
le llamara campo molecular E,,. Este es el campo eléctrico en una posicion molecular del
dielectrico; es producido por todas las fuentes externas y moleculas polarizadas del dieléctrico
con excepcion de la molecula en el punto de consideracion. Supongamos que una muestra
delgada de dieléctrico se ha polarizado al colocarla en el campo electrico uniforme entre dos
placas que estan opuestamente cargadas, se supondra que la polarizacion es uniforme en una
escala macroscopica y que P es paralelo al campo que lo produce. La parte del dieléctrico
exterior puede sustituirce por un sistema de cargas de polarizacion, por lo que el campo
eléctrico en el centro de la cavidad puede expresarce por

E,=FE,+E;+E,+ E, (1.50)

donde Ew es el campo eléctrico debido a las placas paralelas; Ed es el campo despolarizante
debido a la carga de polarizacion en las superficies exteriores del dieléctrico, Es se debe a
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la carga de polarizacion sobre la superficie de la cavidad Sy E" se debe a todos los dipolos
que estan en el interior de S. El campo despolarizante también se produce por dos planos
paralelos de carga con densidad o,. Puesto que o, = P, = +/ — P tenemos que

, 1 -
Ey=-—P. (1.51)
€0

Expresaremos el campo eléctrico macroscopico en el dieléctrico sin subindices, esto es E.
Como la componente normal del desplazamiento eléctrico D es continua al atravesar la zona
interfacial entre el vacio y el dieléctrico, es decir D,2 — Dy1; = 0 y como D = eoﬁw y
D= GOE + 13, tenemos

B, = eE + P. (1.52)
Canbinando 1.50, 1.51 y 1.52 se tiene
E,=E+E,+E (1.53)

que es una ecuacién que relaciona el campo molecular con el campo eléctrico macroscopico
en el material dieléctrico.
Ahora falta calcular Es que proviene de una densidad de carga de polarizacion o, = P, en
la superficie esférica S. Utilizando coordenadas eféricas y tomando el eje polar a lo largo de
la direccién de P tenemos

Gp =P -ii = Pk - (sinfcos pi + sinfsin ] + cos0k) = P cos 0, (1.54)

y sabemos que podemos calcular el campo eléctrico debido a op como

5 1 2> _ 7 d /
B- o [ (1.55)
s |

T dweg

pero como queremos saber cuanto vale el campo eléctrico en el origen tenemos que 7= 0

B -

1 / P cos 07" da’
dmeg Jg r’3

P cos O7ir'? sin 0dfdyp
2

dmeg Jg r

P 27 T
= - / / cos 071 sin 0dAdp
47T€Q 0 0

P - g P2 3 o
= - k:27r/ cos? fsin 0dh = il —M k
drmeg 0 47eg 3 0
1 =
= 3.0 (1.56)
360

Si hay muchos dipolos en la cavidad, si estan orientados paralelamente pero distribuidos al
azar en su posicién y si no hay correlaciones de los dipolos entonces E' = 0, esta situacién
puede prevalecer en un gas o un liquido. Similarmente si los dipolos en la cavidad estédn
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situados en las posiciones atémicas regulares de un cristal ciibico, entonces nuevamente
E’ = 0. Por lo que 1.53 se reduce a

. L1 -
E,=FE+ —P. 1.57
+ 36 (1.57)

El momento dipolar de una molécula por unidad de campo polarizante se llama su polari-
zabilidad «, es decir =
Pm = b, (1.58)

Si hay IV moleculas por unidad de volumen entonces la polarizacion P=N Dm, combinando
esta ecuacion con 1.58 y 1.57, obtenemos

. 1 -
P=Na (E + P) , (1.59)
360

esta ecuacién puede expresarse en funcién de la constante dieléctrica K, ya que P = (K —
1)eoE, de este modo la ecuacién 1.59 se convierte en

. 360(K - 1)

T N(K 1) (1.60)

1.3. Polarizabilidad por casos

La polarizabilidad se separa en cuatro casos principales, esto son
1. Electrénica. Desplazamiento de las capas electréonicas con respecto al nucleo.

2. Iénica. Dezplazamiento de un ion cargado con respecto a otro.

w

. Dipolar. Viene de moleculas que tiene momento dipolar.

>

. Interfacial. Acolumlacion de carga en interfases.

1.3.1. Polarizabilidad Electrénica
La densidad de carga para una nuve electrénica de radio Ry es

Ze

T (1.61)

p =
y empleando la ley de Gauss 1.3 tenemos
eoEm47rr2 =

(1.62)

y como p,, = Zer deducimos que
o = 4megR3 (1.63)
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1.3.2. Polarizabilidad Dipolar

l 14 L l
My = - mdy sinf — qu§ sin + qER(t)i cosf + qER(t)§ cosf
= —FE,qlsinf+ Egr(t)glcosb (1.64)
sif<<1 .
My = —E,,p8 + Er(t)p — 100 (1.65)

donde 796 es un termino disipativo que manifiesta cuando el dipolo emite radiacién y pierde
energia. Tenemos que 10 = M, donde I es el momento de inercia, por lo que podemos

escribir a 1.64 como )
E,.pf + Egsin(Qt)p — 100

0= 1.66
; (1.66)
reescribiendo a 1.66 tenemos que
0+ ?6 + %pe = ZEP gn (o) (1.67)
la solucién de 1.67 es
o) = Egp [10Q cos(t) + (IQ? — Ep,p) sin(Qt)] 522
- E2p2 — 2B, Ip2 + 202 + 12t P
+ Q% (7% —2E,,Ip) + I*Q% (1.68)
1.3.3. Ceristales I6nicos
La polarizacién es
p=c¢€*S (1.69)

donde e* es la carga idnica eléctrica. La ecuaciéon que nos modela este sistema es la de
oscilador armonico

S+78 = -w2S+ B, (1.70)
1
donde i es la masa reducida. La polarizacion es
P =ne*S + aenky, (1.71)

donde n es el nimero de electrones por unidad de volumen. Aplicando la transformada de
Fourier a 1.70 tenemos

(W — w? — iwy) S(w) = %Em(w) (1.72)
lo que implica que
n(e*)2E,, (w)
P = E
) (R —w? —iwy) | O m(w)
TL(B*)Q
5 + aegn| Ep(w) (1.73)

(W8 — o — i)
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y recordando que P(w) = xEn,(w) = (e(w) — €9) Em (w), tenemos que

’17,(6*)2

= . 1.74
e(w) =€+ " (w% — 2 — i) + aegn ( )

Tenemos dos casos de interes, el es decir e(w)|w=0 = €est ¥ e(w)|w_>oo = €0

n(e* 2
€est = €o(1 + na) + /(AwQ) (1.75)
y

€00 = €0(1 + na), (1.76)

podemos escribir a 1.74 como

(eest — €xo )W(Q)

€(w) =€ + o (1.77)
pero como es 1.77 es un numero complejo, es decir €(w) = €1(w) + €2(w) por lo tanto
(Eest - Eoo)(“-)2 (W(Q) - w2)
_ 1.78
G(W)l € + (wg — w2)2 i ’}/2(412 ( )
' (ceu = )
€est — €0 JWOYW
= 1.79
E(W)Q (wg _ w2)2 + ’YQLUQ ( )
1.4. Polarizacion en funcién de la temperatura
1.4.1. Moleculas polares
De la mecéanica estadistica tenemos que si A es una cantidad fisica entonces
S A(E)eF/eT
<a>- 2B (1.50)
Tenemos que la energia de una molécula polar la podemos modelar por
1 5 1 45 . =
E(z,p) = 5 My + ifw —-p-En (1.81)
y tenemos que
2
P [ dp® [ dw? foﬂ do Sin9f027r dsﬁpozef[sz*%Iw?*POEm cos 0] (1.82)
< Loz >= .
[ dp® [ dw? [ db Sin0f027r dgpe_[sz‘*‘%I“z_P"Em cos 013
" df sin O Py cos feloEm cos 08
< Py, >= Jo 0 (1.83)

o df sin feFoBm cos 05
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Si definimos a Z = foﬂ df sin feFoEm 0395 hodemos escribir a la relacién 1.83 como

< Py, >= %%IE% (1.84)
Al integrar Z obtenemos
R [eEmPoB _ BmPoB] = 2 sinh(E,, Py f3), (1.85)
E.Pof3 EnmPof3
al efectuar 1.84 obtenemos
< Py, >= —I;E;T + Py coth (?{";??) = Py | coth <£;g;};?) — %’;DTO] (1.86)

la relacién 1.86 se conoce como formula de Langevin. Desarrollando la a 1.86 en series para

En Py
e <<1, obtenemos

E,.P
KgT’
como < Py, > es el momento dipolar efectivo promedio, entonces P = N < Py, > que tiene
la direccion de FE,,, en concecuencia 1.87 la podemos escribir como

1

1 = ) o -
—_p=—9"_F 1.
N 3KpT (1.88)
de donde vemos que la polarizabilidad es
P
= 1.89
&7 BKRT (1.89)

1.5. Ferroelectricidad

Se vio en la seccién 1.2.1 que el campo E,, es el responsable de la polarizacién de las
moléculas individuales. La relacién entre E,, y el campo eléctrico macroscépico E se dio en
la ecuacién 1.57. En la mayoria de los casos la polarizacién es proporcional a E de modo
que Em se anula cuando E tiende a cero, pero la ecuacién 1.57 también es compatible con

E,=-—~ (1.90)

cuando E = 6, es decir si existe una polarizacion ]30 esta creara en la molécula un campo
eléctrico que tiende a polarizarla. Con toda seguridad, existe un campo polarizante; pero
si este campo da origen a una polarizacién distinta de 130 estonces la soluciéon no es auto
consistente. Por tanto si N es el nimero de moleculas por unidad de volumen,

. . Na-
“p

P():NOéEmzi 0 (191)
360
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que se satisface cuando Py = 0 o cuando

N
i (1.92)
360

Por consiguiente la condicion para que se de una polarizacion permanente es 1.92.

El ejemplo mas conocido de material ferroeléctrico es el titanato de bario, BaT4iO3, que pre-
senta un momento dipolar espontaneo a temperaturas inferiores a 408 K . Otros materiales
con un comportamiento ferroeléctrico son: KNbOs @Q T, = 708K, PbTi0O3 @ T, = 765K,
LiNbO3 @ T, = 1480k, KH,PO, @ 123K.

1.6. Polarones

P:z: — Pmoe—i(wt—qa:)
py = Pye i@ (1.93)

si pasamos al espacio de Fourier tenemos
= X(E
e(w)E
s (1.94)

51 ol

con lo que podemos obtener

ew)\V-P
x(w)

si no hay cargas externas tenemos p = 0, es decir

v-D

p (1.95)

e(w V-ﬁ_

e(w) — e

~

0. (1.96)

Ahora escribimos las ecuaciones generales para ondas longitudinales y transversales

VxﬁL:O
V.Pp#£0
V x Pr#0
V- Pr=0 (1.97)

por lo que P= ]3L + I3T. Siv- ﬁL # 0 tenemos por la relaciéon 1.96 lo siguiente
e(wr) =0 (1.98)

ya que V - D=0 y como Dy = e(wL)EL =0y Dy = P, + egEr, =0, lo que fmplica
1

E;, = ——P;. (1.99)
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Sabemos que V x E= —%—? y si proponemos E(m) = E,i+ Eyf—i— EZE por lo que tenemos
. 9E, -
VxE=—"k 1.100
X ox ( )

y como E, = iPy tenemos E, = E(WI)D{%, al sustituir esto en 1.100 tenemos

o P,
V x E =ki Y (1.101)
e(w) — €
Si proponemos B = Bye~ilwi—a2) implica que
oB 5
o= —jwBge Hwt—ax) (1.102)
e igualando 1.101 con 1.102, tenemos
- P.oi . .
Y ok By = kiwpo Ho, (1.103)
e(w) — €
de donde obtenemos
qPyo — powle(w) — €9]Hy. = 0. (1.104)
También sabemos que V x H= % con J = 0.
Proponemos H = ;Tloé = kH, = kH,ge~"“=9%)_por lo que
V x H=-j0,H, =—jH.iq (1.105)
por otro lado
oD oDy Pr
= - =T _5 E T
ot gr ~ e Er =)o
E(W) . -
= —iw)Pyj 1.106
igualando 1.105 con 1.106 tenemos
we(w)
—Hgy=——1""_ 1.107
0 e(w) + € ( )
y finalmente
—(e(w) — €0)Hozq + we(w) Py = 0. (1.108)

Escribiendo en forma matricial a 1.104 y 1.108, esto es

q 7(.()‘“,0 PyO _ 0
( *e?}cf)(fio q ) ( H.o ) - ( 0 ) (1.109)
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La solucién trivial es cuando Pyo = H.o = 0. Otra solucién es que la matriz de lado izquierdo
de 1.109 no tenga inversa esto es que su determinante sea cero, para asi no tener la solucién
trivial.

—w
det o.g(w) o) ¢® — wie(w)po =0 (1.110)
T (W) —eo q
y de 1.110 tenemos la siguiente relacién de dispercién
2
=1 (1.111)
e(w)po

Recordando que la frecuencia de polarizacién iénica esta dada por la relacién 1.77, podemos

escribir la a 1.111 como )

q
w2 = — e (1.112)
€ + o

trabajabdo a 1.112 podemos llegar a
w4:U/0€infty - WQ[W(%MOGest + q2] + q2w3 =0 (1113)

cuya solucién para w?(q) es

 Howieest + >/ (owiees + ¢2)2 — 4u0eacq®wi

2
w(q 1.114
(@) e (1.114)
Tenemos dos casos de interes es decir cuando ¢ — co y ¢ — 0, para el primer caso tenemos
2
Iim w?(q) = ¢
q—00 10€c0
q
w(q) = 1.115
(9) N (1.115)
y para el segundo caso
2
w(g = 0) = 0ot
€oo
w(0) = wp /2 (1.116)
€co
1.7. Funcién Dieléctrica
vV-D = 0
- 0B
VXxE = ——
8 ot
V-B = 0
S - 9D
VxH = J+4+— (1.117)
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D(w) :em@EW)
D) = / Za”w”E Ydwe ™™
- / 5n8;w (w)ds

= EOZa z— VUE(t (1.118)

por 1.118 tenemos

e(w) — e(z%) (1.119)

por lo que ahora podemos escribir las relaciones de Maxwell en el espacio de las frecuencias
como

V-Dw) = pw)
V x E(w) iwB(w)

V- B(w) 0
VxHw) = Jw)—iwD(w) (1.120)

de la dltima ecuacién de 1.120 tenemos
Vx Hw) = Jw)—iwe(w)EWw)
[0 — iwe(w)] Ew
= GE(w) (1.121)

donde & es la conductividad generalizada que contiene el efecto del dieléctrico. De 1.121
podemos trabajar lo siguiente

VxHw) = [o—iwe(w)]Ew
= —iw [Ow + eoe(w)} E(w) = —iwegé(w) (1.122)

y al comparar 1.122 con 1.121, obtenemos que

Ew) = 5(0 — iwe(w)) (1.123)
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1.8. Introduccién a la energia libre de Helmholtz

S = S(u,v)
du = TdS — PdV
1 P
F = u—-TS=F(,T)
dFF = -=-58dT — PdV
F
_g _ (oF
ar ),
oF
-p = =
ov
u = wug— PE
F = —PE+uy—TS8=F(P,V,T). (1.124)
P = E
D = ¢E
1 [ = =
ugp = 7/ E-Dd%z
2 )y
_ i p_lp o le
ugp = 5 _2 € =
dup = cf-af= P
X
1o = s/ = = e=zz 1z =
up = $EB-D=E (60E+P)_EEE+§E~P
1o =
=  Upacio T §EX -E
1
= ZvE?
up 2)(
du, = Ex-dE=E-dP (1.125)
La enegia interna total es L
du=06Q — PdV + E -dP (1.126)
1.9. Procesos reversibles
du=TdS + Y X;dY; (1.127)

=1

u=u(S,Y, - ,Y,) (1.128)
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A = u(AS, AV, AY,)

ol Ou " ou O(YiN)
o " 8>\SS+; DY,n) oA
ou " 9n
= st ; v
ParaA=1
ou " du
= TS+) XY

1=1
du = TdS+Y XY+ SdT+Y  YidX;
=1 =1

y como du = TdS + " ; X;Y;, tenemos la ecuacién de Gibbs-Duhem

SdT + " YidX; = 0.
Recordemos que el potencial de Helmholtz es

F(T,V,P)=u-TS =TS+ X;Y;-TS=Y X,Y;=-PV+EP

i=1 =1
y considerando volumen constante,tenemos a F' en forma diferencial como

dF = —-SdT' + EdP

B 50
| FE=sm-sw,

A

si T' = constante
dF = EdP

QM) ~ QB)] < 1 [u(A) ~ u(B) + 2 Wa_5] < S(B) - 5(4)
[u(4) = TS(A)] - [u(B) ~ TS(B)] = ~Wa.s
Wy < [7F(B) + F(A)] =AF
Wa_p 2> AF

si Wa_,p =0 y reversible
AF =0

(1.129)

(1.130)

(1.131)

(1.132)
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1.10. Teoria de Landau de Transiciones de Fase

Energia libre de Landau tiene la forma

1 1
F<PaT7E):PE+90+592P2+ZQ4P4+

(1.142)

con g, = gn(T). En el equilibrio térmico el valor de P esta dado por el minimo de F' y en

ese valor se define la energfa libre de Helmholtz.

OF
a?ZOZE+g2P+g4P3+96P5+"'

Para obtener un estado ferroeléctrico

g2 =(T —Tp)

1.10.1. Primer Orden

lo que implica

P, =0
P2 (”) (@ - T),
g4

para T > Ty Py = 0 es la unica raiz real. Para T' < Ty tenemos

1/2
|P,| = <7> (T — Ty) /2.
94

1.10.2. Segundo orden
gs < 0 tenemos que dejar a gg para evitar F' — —oo
AT = To) Py — || P} + g6 P5 = 0
lo que implica

P;=0

YT —To) — |g4| P2 + g P =0

(1.143)

(1.144)

(1.145)

(1.146)

(1.147)

(1.148)

(1.149)

(1.150)

(1.151)



1.11 Polarones: Modos transversales y longitudinales de vibracién 27

1.11. Polarones: Modos transversales y longitudinales
de vibracién

Imaginemos una onda electromagnética plana y monocromatica viajando en una direc-
ciéon x dentro de un material bien loco. El campo eléctrico estara descrito por:

B, = B ge—iwt—a) (1.152)

y el magnético: _
B = Be~i(wt—aw) (1.153)

El campo elétrico ejerce una fuerza sobre los dipolos del material dieléctrico y los pone
a oscilar. Los dipolos oscilan no solo transversalmente a la direccion de propagacién de la
onda, también longitudinalmente. Estas oscilaciones quedan bien descritas por el vector de
polarizacién P = (P, Py) :

P, = Pye (wt—az) . Ondalongitudinal (1.154)

P, = Pyye'("1=92) : Ondatransversal (1.155)
Utilizamos ahora los siguientes resultados:
V-D= p

dénde p es densidad de posible carga externa

D=eE+P (1.156)
P = x(w)E (1.157)
D = ¢(w)E (1.158)
donde
e(w) = eg + x(w) (1.159)
- . P
— D =¢w)E = €(w)m
- v.-P
—-V-D _€<w)e(w)760 =

—V-D=ew)———=0 (1.160)
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Por otro lado, para las ondas longitudinales se cumple.
VxP,=0,V-P,+#0
y paras las transversales
VxPr#0,V-Pr=0

Si ponemos la condicién V - Py # 0 Entonces para satisfacer (1.160) en la componente
longitudinal:

- V- P
Dy = e(w)——E =
—V-Dp e(w)e(w) — 0
debe cumplirse:
e(w)=0

para alguna frecuencia w = wy, Es decir, la unica frecuencia para la cual es posible que
exista un modo longitudinal es aquella que hace que € sea cero.
Entonces usando (1.157), y (1.159) se tiene:

. 1 -
Ep=——Pp
€0
Por otro lado segin Maxwell:
=~ 0D
VXE=——— 1.161
X N (1.161)
- 0D
H=— 1.162
V x 5 ( )
y usando las ecuaciones (1.157),(1.152),(1.153):
V x E=1(8,E. —0,E,) + j(0.E, — 0.E,) + k(0. E, — 0,E,) (1.163)
P 1 - 9 - - -
= k(————0,Pye """=9")) = — —(iB, + jB, + kB. 1.164
(e )= o (iBe + 7B, + FB.) (1164

lo anterior porque E es una onda plana monocromatica que viaja en direcciéon de x y
por lo tanto solo depende de x y las componentes del vector son perpendiculares a esta
direccién.

Ademais se concluye que:

B,=B,=0
Recordando que B= ,uoﬁ se tiene:
Z.7(]P geHwt—ar) — iw,uonei(“’t*qm) (1.165)
e(w) —eg 7
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qPyo — pw(e(w) —e0)H, =0 (1.166)
De la ecuacion de maxwell: .
partialt

se llega a otra ecuacion para e(w) :

e(w)
—w———"—RP, H,=0 1.167
we(w) —¢ Y Ta ( )

De (1.166) y (1.167):

M = g ~—Houlew)-e) ( Py ) —0
_we(w)feo q Pz

Para evitar que P, y P, sean cero la matriz de la izquierda debe ser cero y para ello su
determinante debe ser 0.

detM = 0 = ¢ — pow?e(w) =0

Obteniendose asf la relacién de dispersion de los polaritones:

q2
= w® = (1.168)

poe(w)

1.12. Caso Iodnico

Introducimos ahora, la ecuacién e(w) para el caso i6nico en en la relacién de dispersién
de los polaritones.

2
wy (€sT — €infty)
— e + :
€(w) = o wg — w? — iyw

2

= w2 - Z)g(eSTfeoo)
poleco + Tr=ir e
Supongamos que vy = 0
2 ¢*(wg — w?)

= w? =

pol€oo (w§ — w?) + wi(esT — €00)]

= wppeco — w?(wipoesr + ¢*) — Fwi = 0

Cuya solucién es:

2 = WoroesT + @ £/ (Wipoest + ¢°) + dpocoogw (1.169)
2#0600

En donde wq es la frecuencia natural de los fonones.
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Diferenciemos ahora dos ecuaciones para w(q), segin escojamos el signo positivo (rama
superior) o negativo (rama inferior) de la raiz cuadrada:

Rama Superior Signo Positivo de la raiz.

Pensemos en radiacién electromagnética con longitudes de onda muy cortas (A — 0). O
sea, que varien poco espacialmente.
Para este tipo de ondas se hace la aproximacién ¢ — 0o (¢ = 1) en la ecuacion (1.169)

Haciendo una aproximacion muy burda tenemos:

2 /A
= lim w2(q) ~ rrvye
q—00 200€00

ya que solo consideramos el termino ¢* dentro de la raiz

w(q) = —2 (1.170)

VvV H0o€co
Es decir para longitudes de onda muy cortas, la relacién entre frecuencia w y A (relacién
de dispersion) es lineal.
Ahora, cuando A — oo = g — 0, dentro de la raiz cuadrado de la equacion (1.169) solo
sobrevive el término independiente de q:

_ Powieinsey + / (HowgesT)?

2
0
v ( ) ZNOEinfty

2
= w?(0) = 0T
Einfty

Rama inferior Signo negativo de la raiz.
Considerando el caso limite ¢ — oo Para evitar que w(q) = 0 al solo considerar el termino
q* dentro de la raiz en (1.169) hacemos una aproximacién més fina. Entonces desarrollando

en series de potencias resulta:
€
lim w(q) = wp, /1 — 5T
q—o0 2€infty

Considerando el caso ¢ =0 :

2,U'O€infty

w

Podemos ahora intuir la forma de las graficas para las dos ramas.



Capitulo 2

Respuesta al Campo Magnético

2.1. Las corrientes de magnetizacion jy; y Js

Empecemos con la ley de Biot - Savart

B(r) = @// I() x (xr—1') (2.1)

 4n |[r—r' |3

En cristiano, la ecuacién anterior quiere decir que para todo campo magnético B siemrpe
existe una posible configuracién de densidad de corriente J que lo origina. Es de notar que
para el campo eléctrico existe una ecuacion parecida:

E(r) = 1 //M (2.2)

e [r—1 |3

En dénde la densidad de carga eléctrica p ha sustituido a la densidad de corriente J. Ahora
expresemos la ley de Biot Savart de una forma diferente:

B(r) = @// Ve X IJ(r) _y, ko [ I (2.3)

4w r—r/3 4 J, v — 1]

Para obtener la ecuacion 2.3 a partir de 2.2 usamos los siguientes resultados

matematicos:
1 r—r’
Ve = — 2.4
|r — 1’| [r —r'|3 (2.4)
VX (pF)=VpxF+ ¢V xF (2.5)

Si tomamos ¢ = ﬁ entonces combinando 2.4 y 2.5 obtenemos

v, x <|1J(r’)> _ (V”r_qu) X« I0) + %vr < I

r—r'| — 1/
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pero V, x J(r’') = 0 puesto que las derivadas se hacen respecto a las cordenadas
x,y,z y J(r') depende de las cordenadas 2’,y’, z’. Por lo tanto

V. x <|1'_11'/|J(r,)) - <v 1> w3y = 20} (r—x')

v r—rp

De regreso a la ecuacion 2.3 identificamos a la parte derecha de la igualdad como el potencial
ventorial A porque la definicién de A es

B=VxA() (2.6)

Por lo tanto

po [ I
A(r)=—
(x) 4 [, v —1/|

(2.7)

Tambien ésta ecuacion tiene su andloga en el caso eléctrico

or)= L [ ) (2.8)

dmey S v — 1|

Ahora, simplifiquemos la expresion para A llevando a cabo la siguietne aproximacién r >>
r’. Lo que equivale a decir que vamos a evaluar el potencial A muy lejos del material de
volimen V. Entonces al usar el teorema de Taylor: f(r') = f(0) + V, f(0) - ¥’ + ... Por lo

tanto
, 1 r-r
4. =— 1+ 5
Ir| x|

en dénde en el segundo paso nos hemos auxiliado de la ecuacién 2.4 y ademés hemos supuesto
que el volimen V' se haya localizado en el origen. Entonces la expresién para A queda como
la suma de dos integrales. La primera incluye las corrientes externas al material y la segunda
corresponde propiamente al material magnético:

Ho / Ho / /
Afr) = Ho_ _Ho . 2.
)= i [ 3w+ it /v,r Y 3(r) (2.9)

1 1 1 1 r—r’
+Vpy—m—
v — 1’|

v =

=R BRI

r’'=0 r'=0

Desarrollemos el segundo integrando
(r-v)J(r') = 22, I (x")

dénde hemos usado la notacién de Einstein: Zg’zl = x,;7; entonces
/(r~r’)J(r’) :/ zz I (' :xi/ z;J(r') ::17,;/ z;(J1(r"), Jo(x"), J5(x"))

— / (T T, T8 (2.10)

dénde J| = Ji(r)". Resolvamos una de las tres integrales de 2.10:

or’
! 7/ !/ ! /! /
i | widi=a | w5 = [ (I Vap)x; =
! ! aﬂjj !
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oz; Oz; o;
(porque J - Va; = (G2t s Gas s 3%;,...) (1, Joy ey Iy ) =

(0,0,...,1,...) - (J1, J2, ooy Jj, o) = Jj)
(/ V- (Y alah) /(V Iz /J’(Vx;)x;m;) =
= (]{x;x;J’ ‘n— /v, V- Izl - /v' J - (Vmi)x;) (2.11)

La primera integral es aproximadamente el flujo de corriente que atraviesa un volimen que
contenga a todo el material, es decir, que contenga a V’. Por lo tanto, podemos escoger un
volumen de integracién suficientemente grande para evitar todo tipo de corriente y hacer
que el flujo sea cero. Asi pues:

j{xgm;-J’ ‘n=0 (2.12)

Por otro lado, Sl la densidad de carga p es independiente del tiempo, la ecuacién de conti-

nuidad V- J = E)t nos permite deshacernos de la segunda integral:

/, V- Jaal =0 (2.13)
mz/ xpJ) = —xi/ i J; (2.14)
v’ v’
A partir de 2.14 se obtiene

1 1
2 / Ty = o / @y~ a7 = 5 / (i — Gy Ty =

en donde en el dltimo paso hemos empleado la definicion

SimTh, E SimTm =

Entonces:

1 1
/ ! / !

=% | €hjmCkniTmJy = = | €rin€kmiTiT,J, =

27" /., 2 /.

1 1
! ! ! !

== | [t xrlgerind, == [ &' Xr|pejnrd), =

2 /. 2 /.

_ %/UI(JX [I‘/ xr])j = %/U,(IJXJ(IJ) Xr)j

En los pasos anteriores hemos usado las siguientes relaciones:
5jn5mi - 5jm5ni = €kjmE€kni

(AxB)i =) enAyB

€kjin = €nkj = €jnk
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Por lo tanto )
T; /, J:QJ]’ =3 /,[(r' x J(r')) x rl; (2.15)

Al sustituir la ecuacién 2.15 en la ecuacién 2.10 y el resultado a su vez en 2.9 obtenemos:

A(r) = %[J(J(r') + 4?7{3 [; / v x J(r’)} xr (2.16)

Definimos 1
m = 7/ r’ x J(r) (2.17)
2/,

A m se le conoce como momento dipolar magnético. Entonces, el potencial vectorial debido
puramente al material magnético es

0
A(r) = & ZmXT
4drr
Un caso més general es cuando el volimen del mateial no se haya localizado en el origen,
sino en un r’; entonces
/
omx (r—r
A(r) = lomx(r=r)

e R (2.18)

En la ecuacién anterior m es el momento magnético de un material localizado en r’. Para
una descripcién mas precisa del material, supondremos ahora que éste se haya formado
por el conjunto de muchos pedacitos de material con volimen Aw;. Entonces, cada uno de
estos volumencitos tiene su propio momento magnético m;. Realicemos ahora otra de esas
abstracciones matematicas odiosas que sin embargo terminan por facilitarnos la vida y ser
felices: supongamos que los volumencitos son infinitamente pequenos y entonces definimos

la cantidad M como
m;(r’)

M(') = lim

= 1
Av; —0 A?)i

Entonces

i

AVi

Figura 2.1:

i r—r
AA(I‘) = ﬁM(I‘/)AU X m
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Asi que el potencial vectorial total del volimen V estd dado por

r—r 140 r—r
A(r) = lim ZM JAv X T I”|347T/U/M(r)xr—r’|3

n—inf 47
M
r—r/]

En el paso anterior se emple6 la ecuaciéon 2.3. Ahora usamos el siguiente resultado matemati-
co:
AXVU =0V xA-Vx(TA)

para obtener:

A(r) = Z; i |r_1 7 Ve X M(x / Vi r2| (2.19)
o lo que es lo mismo:
/ vrirx—l\ﬁ i g |1:/I—(rr) X! (2.20)
Comparamos las ecuaciénes 2.20 y 2.8 para definir dos corrientes de magnetizacién:
V x M(r) = Jm(r) (2.21)
M(r) x i = j(r) (2.22)

observese que j es efectivamente una corriente superficial, pues es normal al vector de
superficie 1.

2.2. El campo H y condiciones de continuidad.

Segun la ley de Ampere en el caso de campos eléctricos estdticos
VxB= UoJefectiva (223)

Pues resulta que la ley de Ampere se sigue cumpliendo dentro de un material magnético si
la Jefectiva €s la suma de las J verdaderas, mas las Jj; de magnetizacién. Entonces

VXB:uo(J+JM):u0(J+VXM> (2.24)

Entonces )
V x <B — M) =J
Mo

B
H=—-M (2.25)
Ho
Ahora veamos lo que ocurre en la frontera de un material magnético. El primer resultado

se basa en la inexistencia de monopolos magnéticos dentro del material, al menos. Para ello

Definimos la cantidad H como
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consideramos un volimen diferencial que encierre parte del material magnético y parte del
exterior. Ademads, tomemos un volumen tal que la distancia que une las caras externa e
interna sea 0, es decir, [ — 0 en la figura. Entonces

/V'BZ%B'HZBcl'fllAC+BCQ'ﬁ2AC—|—Bf'ﬁ3Af=0

Pero como | — 0 entonces Ay = 0. Entonces
Bo - fi; = Bep -0y (2.26)

Es decir, la componente del campo magnético que es normal a la superficie es continua al
pasar del material al exterior. El segundo resultado se basa en la ley de Ampere en ausencia
de campos eléctricos cambiantes en el tiempo: V x H = J. Entonces hagamos la siguiente
integral sobre la superficie encerrada s por una trayectoria que pase dentro del material
magnético y por fuera de él. Suponemos que es tan pequena que en cada tramo el campo es
tomado como constante. Ademads suponemos que el trayecto h que une el camino exterior
con el interior es tan pequeno que se toma como 0.

/S(VXH)-ﬁ’:/SJ-ﬁ’
h

/VxH-n’:in:Hg-fl+H2~ﬁﬁ+H1-ﬁﬁ—Hl-El—Hl-ﬁﬁ—H2~ﬁf:

Entonces

2 2 2 2

:(H2—H1)~tl:/J~ﬁ’£J~ﬁ’lh+j~ﬁ’l

Ahora, si tomamos en cuenta que h — 0, entonces, no pasa ninguna corriente volumétrica
por el drea s pero si podria pasar una corriente superficial j (ver figura). Entonces

(Hy—H)) - t=j @ (2.27)

La ecuacion anterior quiere decir que si existen corrientes en la superficie del material enton-
ces la componente de mathbf H paralela a la superficie no es continua al pasar del material
al exterior.




2.3 Energia de un dipolo en un campo magnético 37

2.3. Energia de un dipolo en un campo magnético

Un dipolo magnético puede verse como simplemente un anillo de corriente. Por lo tan-
to produce su propio campo magnético. Entonces, si colocamos este anillo en un campo
magnético externo, ambos campos interactian y ejercen una fuerza que obliga al dipolo a
girar. Se B un campo magnético uniforme y pongamos un dipolo dentro de este campo. la
fuerza ejercida por el campo B sobre una carga en movimiento se expresa:

F=¢qvxB
doénde v es la velocidad de la carga. Por tanto:
J=qgnv
Entonces la fuerza ejercida sobre un pedazo del anillo de corriente es:
dF =J x Bdv
Entonces

- /U JxB (2.28)

De la figura vemos que F) se cancela con Fy y F3 con F, pero éste dltimo par de fuerzas
tienen diferente linea de accién y por lo tanto provocan una torca sobre el anillo

:/vadF:/va(JXB) (2:29)

///Z/“////%*”

Elemento de area “s” /

Figura 2.3:
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v

Figura 2.5:
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Al considerar B constante entonces

T:—Bx/rx.]

Ahora usmos la definicién de momento magnético 2.17 para expresar la torca como:
T=mx B (2.30)

0 en magnitud:
T =mBsinf

Esta torca tiende alinear el momento magnético (el vector de momento magnético es normal
a la superficie que encierra el anillo de corriente) con el campo magnético externo B. Por lo
tanto podemos asociar una energia potencial al sistema campo-dipolo por medio del trabajo
necesario para rotar al dipolo.

W:/T:mB/sinﬁz—chosezum
0 0

Por lo tanto, la energia potencial asociada al sistema campo-dipolo es

Uy = —mBcosh =—-B-m (2.31)

2.4. El campo magnético molecular

Por alguna razén, un atomo, una molécula o algo que sea asi de pequeno, siente en
promedio, un campo magnético mayor al que sentiria, digamos, un alfiler dentro de un
material. Probablemente sea debido a que en zonas del orden de magnitud de unas cuantas
moléculas, sus respectivos momentos dipolares magnéticos se hallan ordenados, y por tanto,
contribuyen de manera cooperativa para aumentar el campo magnético en esa pequena
vecindad. En cambio, un alfiler es tan grande pero tan grande, que no ve ningin orden
en los momentos magnéticos moleculares. Pudiera haber razones con mayor o menor tinte
teolégico pero desgraciadamente, estan muy, muy, muy fuera del alcance de este manual.
En fin, sea cual fuese la razén, el célculo tradicional del campo magnético molecular se da
a continuacién.

Apliquemos un campo Bgpiicado constante y con direccion k sobre un material. Este campo
magnetiza al material. Supongamos que es un material decente y por tanto la magnetizacion
tiene la direccion del campo magnético aplicado.

~

M = Mok (2.32)

Entonces, el campo magnético tradicional, es decir, aquel que medimos macroscépicamente
con un aparato, estd dado por B. El campo magnético local se obtiene considerando que
existe una corriente superficial alrededor del punto en cuestién, y ademds, naturalmente,
considerando el campo magnético de las moléculas vecinas, es decir.

Bm =B+ Bs + Bvecinos (233)



40 Respuesta al Campo Magnético

Dénde B; es el campo magnético producido por la corriente superficial. Pero resulta que el
campo magnético de los dtomos vecinos tiende a anularse:

Bvecinos =0 (234)

Usted podria dudar del hecho anterior y realizar el calculo... pero seria herejia.
Calculemos entonces el campo producido por la corriente superficial y para ello simplifi-
quemos dicha superficie considerandola como una esfera. Desde la figura podemos intuir la

Figura 2.6:
direccién del campo magnético By en el centro de la esfera (r*). De la ecuacién 2.2

oy _ Mo [JX(r"—T)
B, = — 2.
(") 47r£ [r* —r| (2.35)
Con ayuda de la ecuacion 2.22 y del hecho B = pygH
1 [Mxfx(r—r)
T 4rm

s |I‘* - I'|

para facilitarnos el cédlculo consideremos que el origen de nuestro sistema de coordenadas
coincide con el origen del centro de la esfera. Entonces r* =0y i =r':

1 Mok 2’TMk
Ho= o f (Mo X/; / ke X X) XX 2 i pupd

desarrollaremos en coordenadas esféricas a MOIE x 1
Mok x v’ = Mk x (sin 0 cos pi 4 sin 0 sin ¢j + cos 0k) =

= Mo (jsin 6 cos p — isinsin )
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entonces

~

(Mok x ') x 1" = ' Mo(—ksin? 6 cos® ¢+1sin 0 cos 0 cos p — k sin? § sin? ¢ + ] sin 6 cos 0 sin ¢)

Por lo tanto

M R 3 T 27
H, = 07:3 / / sin? f(cos? o + sin? @ sin fdfy) =
4drr o Jo
kor (7 k [T 2Mok
M/ sin® 0d = “L/ (1 — cos? 0) sin 0df = ==
41 0 2 0 3
2M
Hg = 5 (2.36)

Las integrales en las componentes i yj se eliminan porque f02 Tsing =0y fO7T sin 0 cos 6df =

fo7r %d@ = 0. Y entonces:

2
H,=H+H,=H+-M

3
B, B 2
=—+-M
Bo  po 3
2
B,,=B+ [JJ()gM (2.37)

2.5. El diamagnetismo de Langevin

Un material diamagnético es aquel que en cuanto se somete a un campo magnético
externo By, tiene un campo magnético B en su interior menor que By. Como se verd a
continuacién esto provoca que el material rechaze el campo Bg. Esto quiere decir que la
constante de permeabilidad magnética k,, es menor que 1.

B=kF,Bg (2.38)
la explicacién clasica del diamagnetismo viene directamente de la ley de Lenz.

B2 un circuito conductor cerrado, la coriente inducida aparece en una direccién
tal que ésta se opone al cambio que la produce”

Desde un punto de vista clasico, los electrones giran alrdedor del ntcleo del atomo, com-
portandose entonces como si hubiera una corriente en un anillo conductor. Entonces, al
aplicarse el campo externo By hay un cambio en el flujo magnético a travéz del anillo. Si-
guiendo la ley de Lenz, debe aparecer una corriente inducida que se oponga al aumento del
flujo magnético. Es decir, la corriente inducida producird un campo magnético B’ que se
opondré al campo magnético externo aplicado: By. Dado que B’ est4 en direccién contraria
a By el campo neto dentro del material B es menor que By.

B=B,- B (2.39)
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Como ejemplo considerese un electrén que gira alrededor de un dtomo, como se ve en a) de
la figura. Luego acercamos por la izquierda el polo norte de un imén (inciso b)). Entonces
hay un aumento de flujo que segun la ley de Lenz, debera ser contrarestado mediante una
corriente inducida j'. La regla de la mano derecha nos dice que i debe ir en el sentido
mostrado en el ¢) de la figura. Como puede observarse, el campo B’ inducido es opuesto
a Bg. Por tltimo, la aparicién de la corriente inducida i’ es equivalente a considerar una
corriente iequi'ualente o inetuu

lneta = 1 — if (240)
Es decir, en este caso, la corriente tiene que disminuir para cumplir con la ley de Lenz. Para
que la corriente disminuya es necesario que la velocidad angular w decrezca también.
En el caso opuesto, es decir, si hubieramos acercado el polo sur del iman, puede usted seguiir
el mismo razonamiento y encontrar que el campo B’ inducido también se opone a By pero
que ahora, esto se logra con

Ineta = 1+ i! (241)

Ahora, cuantifiquemos el razonamiento anterior. Imaginemos un electrén muy feliz girando
alrededor de un nicleo, tambien muy feliz puesto que no hay campo magnético externo.
Entonces, aplicando las leyes de Newton:

Foutomb = mew(%R (242)

Luego apliquemos un campo magnético By perpendicular al plano de la 6rbita. Aplicando
nuevamente las leyes de Newton tenemos:

F coutomp + Fmagnética = Me (wO + Aw)2R (243)
Sustituyendo la ecuacién 2.55 en 2.56
mews R+ q|v x B| = 2m.wi + me RwoAw + m RAw?

podemos despreciar el término m,RAw? en la ecuacién anterior si suponemos que Aw es
muy pequeno. Entonces, dado que v es perpendicular a By se tiene

quB = 2m.wogAwR

i o

/
{

\
)
I

Figura 2.7:
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Aproximando v = (wg + Aw)R por v ~ wyR obtenemos

qB eB
Aw = + = 2.44
v 2me + 2Me ( )

dénde q es la carga del elctrén y debe incluir el signo respectivo. B es la magnitud del campo
magnético aplicado.

Ahora relacionemos el cambio en la frecuencia angular Aw con un cambio en el momento
magnético Am. El moemnto magnético estd dado por m = I'A dénde [ es la corriente en
el circuito cerrado y A es el drea que encierra el circuito. Entonces, si T es el periodo de un
electrén de carga q = e alrededor del nicleo, la corriente es:

(&
q 5 e(wg £ Aw)
I = = = = 2.45
T wy+Aw 27 ( )
y el momento magnético es
ewoR?  eAwR? ewyR? eB  eR?
mET 2 3 T Ty ) Smetam (246)

Porque el area encerrada por el circuito es el 4rea de la érbita del electrén: A = wR2.

e’ R?

Am = —
mn 4dme,

B (2.47)

Por lo tanto De la definicién de la susceptibilidad magnética M = yH = X% obtenemos
otra relacién . S
R N R B B
AM = NAm= NSt p= MR 2
4me 4me Ho Ho
donde N es él nimero de atomos por unidad de volimen. nos queda entonces la siguiente
expresion para la susceptibilidad magnética

N/,L062R2

dm,

X = (2.48)
Esta ecuacion fue obtenida suponiendo que el electrén se halla siempre a una distancia R del
ntcleo en una érbita circular plana. pero en el caso de una érbita mas caprichosa en tercera
dimensién todavia se tienen medios para calcular y pensando en una distancia promedio
< r > del elctrén respecto al ntcleo.

N,u062<’/’2>

2.4
o (2.49)

X:

2.6. Paramagnetismo

Un material paramagnético es aquel que en prescencia de un campo magnético externo
By, responde produciento un campo magnético propio B’ en el mismo sentido que By
) )
produciendo un campo neto B > By en el interior del material. Por lo tanto, en los materiales
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paramagnéticos k,, es mayor que 1 segin la ecuacién 2.38.

El paramagnetismo se origina porque un dipolo magnético (un circuito de corriente) tiende
a alinearse en la direccién del campo magnético aplicado By. Dénde por .2lineacién”de un
dipolo entendemos que es el vector de momento dipolar m el que se alinea con Bg. A su
vez, el dipolo magnético produce un campo magnético B’ en la direccién y sentido de m.
Asi pues, B’ se alinea con By y el campo magnético resultante es mayor. Este tipo de
materiales son atraidos por By.

B

Figura 2.8:

Abordemos ahora el paramagnetismo desde un punto de vista cuantico. Hasta ahora
hemos relacionado el momento magnético m de un sistema formado por un electrén girando
en una 6rbita circular alrededro de un ntcleo, con su momento angular L

J— 2 _— - -
—ewR” —° (R)(m.Rw) = 5 “Rx athbfp= — L (2.50)

m 2 Qme me 2me

En la teoria cuantica todas las particulas elementales tienen un momoento magnético intrinse-
co relacionado con su momento angular intrinseco S llamado espin, mediante una ecuacién
similar a la 2.50. Adicionalmente algo que esté formado por particulas elementales como por
ejemplo, un atomo, tendria una relacién semjante a la 2.50.

p=9J =—gupJ (2.51)

dénde J es la suma de todos los momentos angulares de las particulas, ya sea debido a
momentos angulares por rotacién (L) o intrinsecos (S).

J=L&S (2.52)

dénde el simbolo @ significa que ésta operacién sigue las reglas de Hund, las cuales veremos
en el siguiente capitulo. A la constante «y se le llama razén giromagnética y sirve para poder
ajustar los experimentos a la ecuacion 2.38. A la constante g se le conoce como magnetén

de Bohr y tiene un valor de
e
s = (2.53)

2m
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A la constante g se le conoce como factor de desdoblamiento espectroscopico y tiene una
funcién similar a - solo que g puede calcularse teéricamente

JJ+1)+S(5+1)— L(L+1)

=1+
3J(J+1)

Sabemos que un dipolo en un campo magnético externo tiene una energia dpotencial de

U = —m - B segin la ecuaciéon 2.31. Dénde m es el momento magnético. Dado que un

atomo tmabién tiene un momento magnético u, entonces un atomo dentro de un campo
magnético externo tendra una energia de

U=-u-B (2.54)

Sin embargo, segin la mecédnica cudntica, la proyeccién del vector p sobre el vector B
solo puede tomar valores discretos, por lo tanto la energia dada por 2.54 se discretiza:

U=—-u-B=mjyjgupB (2.55)

donde mygup es la proyeccién de pu sobre B y a m; se le conoce como nimero cuantico
azimutal y tiene los valores

my=J,J—-1..,-J (2.56)
Como ejemplo consideremos el caso de un 4tomo con un unico electrén dénde el momento
magnético orbital neto es cero (L = 0). Entonces la tnica contribucién al momento magnéti-
co total proviene del espin (spin) del electrén, por lo tanto, usando las ecuaciones 2.52, 2.55
y 2.56 se tiene

1
1 1
= 1,.,—J==-—=
mgy J7J+ PERET] J 2) 2
JJ+ D)+ IJ+1) —J(T+1) 1
* 57(J +1) DY,
U=+upB (2.57)

Lo cual significa que el 4tomo considerado (con memento orbital cero y con un solo electrén)
tiene solamente dos estados de energia disponibles. Sabemos que estadisticamente siempre
hay més dtomos en los niveles bajos de energia que en los niveles mas altos. Es decir, los
estados de mayor energia tienen menor probabilidad de estar ocupados que los estados menos
energéticos. Esto se expresa matematicamente considerando que la cantidad de atomos en
un estado con energfa U es proporcional a N(U) = e~ Y/(k8T) (distribucién de Maxwell).
Entonces si 7 = kT la proporcién de dtomos con energia U es:

_ NWU) e~ v/
YN Y, N

Con la ecuacién 2.58 podemos obtener el promedio (o valor esperado) de cualquier propiedad
A que dependa de la energia U:

P(U) (2.58)

Sea A1 = A(Usy)
Ay = A(Uy)
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entonces
< A>= A1P(U1)+A2P(U2)+ (259)

Por ejemplo, calcularemos el valos esperado de p cuando p es paralelo al campo externo B,
es decir

U=pu-B=uB (2.60)
U1 = MB
U2 = —/LB
A= =p
Ay =g =—p
e—MB/T
6+[LB/T
P(2) = =73

2. N(U:)
ZN(UZ) — e—U1/T + e—Uz/(kBT) — e—pB/T +e[LB/T

i
Entonces
pe MBI 4 (—p)erBIT

<p>= e—mB/T 4 enB/T

< p >= ptanh (uB/T)

Un procedimiento alterno para calcular el promedio del momento magnético m es usando
la funcién de particién de z, como se muestra a continuacién.
Empezamos de manera similar usando la distribucién de maxwell de la energia: p(u) =
e“/(kBT), entonces:

—u/T —u/T W
_ [e ¥ ™m(u)du e Bdu

fefu/'rdu - fefu/rdu

dénde hemos usado la ecuacién 2.60. Ademds notamos que

: /ﬂ/(kBT)d“:/e*“/(’“BT) LI /e*"/kBT%Bdu

< m(u) >

ar kpT2 " kpl?
Entonces 5 f y
kpT? a7 J e Y du
= 2.61
<m(u) > B [e%/Tdu (2.61)
si
si/e_“/Tdu = e U/T 47 U2/m — QU/T 4 U/, (2.62)
Entonces

—u/(kpT) _ U/t U/t )
—/e =TT s(e/T—e ) (2.63)
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Sustituyendo las ecuaciones 2.62, 2.63 en la ecuacion 2.61 llegamos al resultado esperado:

%GU/T _ %er/'r B MeU/T _ Ne_U/T

< m(u) >= eU/T + e~ U/T - eU/T + e U/t

= ptanh(uB/7)

Un atomo con momento angular de nimero cudntico J situado en un campo magnético,
posee 2J + 1 niveles de energia igualmente espaciados como indica la ecuacién 2.56. Para
este caso

B 907 +1 (27 + 1)gJupB/ksT 1 gJupB/kpT
<m>=gJup 57 coth 57 57 coth 57 (2.64)
B C
cuando 7 << 1 se tiene M ~ B? (2.65)
dénde a 2707 12
oo 9 I+ Dup (2.66)

3kp
se le conoce como Constante de Curie. A la ecuacién 2.65 se le llama Ley de Curie.
Ahora expliquemos cuales son las reglas de la operaciéon @. Estas reglas se aplican a cada
capa de un atomo y determinan el orden en que los electrones ocupan los orbitales en el
estado fundamental.

Reglas de Hund.

1. El valor del espin total S es el maximo permitido por el principio de exclu-
sién de Puli.

2. El valor del momento angular orbital L es el maximo compatible con este
valor de S.

3. El valor del momento angular total J es |L — S| cuando menos de la mi-
tad de la capa estd ocupada y L + S cuando mas de la mitad de la capa
estd ocupada. Cuando la capa esta llena justamente a la mitad, L = 0, y
entonces, J = 5.

2.7. Ferromagnetismo

Se dice que un material es ferromagnético cuando posee un momento magnético incluso
en ausencia de campo magnético externo. Por ello se dice que estos materiales presentan un
campo magnético esponténeo.

Considerese una barra de hierro. Al acercarla a un imén permanente el hierro se magnetiza
y asi permanece atin cuando se ha retirado el imén, pudiendose levantar pequenos trozos
de hierro con la barra. Este momento magnético espontaneo solo existe por debajo de una
temperatura llamada ” Temperatura de Curiez es mayor entre mas frio esté el material.
Cuando T = 0 el momento magnético espontaneo es maximo y se le conoce como momento
de saturacion.

La existencia del momento magnético espontaneo nos hace suponer que los momento di-
polares atémicos interaccionan de tal manera que se mantienen ordenados ain cuando se
suprime el campo magnético externo. Este orden puede darse de distintas maneras:
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= Cuando todos los espines senalan a una sola direcciéon decimos que el orden es propio
del ferromagnetismo simple.

= Cuando se intercalan espines hacia arriba y hacia abajo decimos que el orden es propio
del Ferrimagnetismo.

= Tambien esta la disposicién helicoidal de espines y un montén més de configuranes

caprichosas.

Ferromagnetismo Simple Ferrimagnetismao

Disposicion helicoidal de espines

Figura 2.9:

Abordemos ahora el problema de materializar la interacciéon interna mencionada arriba,
responsable de mantener el orden de los espines. A esa interaccién interna se le conoce como
”interaccién de canje”, y una de las formas mas sencillas para manejarla es considerarla
equivalente a un campo magnético Bg (el campo de canje). En otras palabras, suponemos
que la interaccién interna de los espines produce un campo neto Br que actia sobre cada
atomo. Lo cual es una supocisién fuerte ya que Bg puede llegar a 10 000 Teslas!.
Admitiremos también que cada dtomo estd sometido a un campo proporcional a M (son
suposiciones fuertes pero que producen resultados muy ttiles).

Bp = \m. (2.67)

Dénde A es una constante independiente de la temperatura. Como se dijo arriba, la tempe-
ratura de curie T, es la temperatura por encimade la cual desaparece el momento magnético
espontaneo; es decir, separa la fase paramagnética desordenada en el rango T > T, de la
fase ordenada ferromagnética a T' < T'c.

Cuando el material se encuentra en la fase paramagnética (T' > T.) un campo aplicado B,
originard un momento magnético finito que, a su vez, engendra un campo finito de canje
Bpg. Entonces si xp es la susceptibilidad paramagnética.

pM = xp(Ba + Bg) (2.68)
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Se supuso que nos hallamos en la fase paramagnética porque la magnetizaciéon M solo puede
escribirse en la forma del producto de una susceptibilidad constante por un campo (como en
la ecuacién 2.68) cuando la fraccién de los espines alineados es pequenia (cuando todos los
espines ya estan ordenado ya no es posible aumentar la magnetizacion al aumentar el campo
aplicado B,). La susceptibilidad paramagnética viene dada por la ley de Curie (ecuacién
62b).
M C

X=B, " T-Cx
En la ecuacién anterior cuando T, = C'A, chi es infinita. Esto significa que aunque no haya
campo magnético aplicado (B, = 0) M tiene un valor definido. Por ello a T, se le conoce
como Temperatura de curie, porque en T = T, empieza el comportamiento ferromagnético.
Evidentemente la ecuacién 70 no describe correctamente el comportamiento ferromagnético
del material para T' < T,. Desgraciadmente no encontré una ecuacién que describa a y por
debajo de T,.
De la ecuacién 2.69 tenemos la Ley de Curie-Weiss

(2.69)

X con T, = CA (2.70)

T T—Tec
Con las ecuaciones 2.70 y 2.66 podemos determinar el valor de la constante lamda de la

ecuacion 2.67.
BE Tc 3kBTc

M C Ng2S(S+1)u%
Para el hierro T, ~ 1000K, g = 2 y S = 1 y entonces de la ecuacién 2.72 se obtiene
A = 5000. Con M ~ 1700 se tiene B = AM ~ 5000 % 1700 ~ 103Teslas.

El campo Bpg es solo una representaciéon de la interaccién de canje. En la mecdnica cuantica,
puede demostrarse (bajo ciertas hipdtesis) que la energia de interaccién de dtomos i, j de
espines S;, S; contiene un término:

A= (2.71)

—2J8S; - S; (2.72)

Dénde a J se le conoce como integral de canje y es’ta relacionada con el solapamiento de
las distribuciones de carga de los atomos 1, j.

En el caso de un ferromagnético simple, la energia de interaccién de N atomos es hilera con
un spin S cada uno es:

N
U=-2JY S Sp1 (2.73)
p=1

Esta energia de interaccion es la que antes se consider6 que provenia de la interaccion entre
momentos magnéticos atémicos y el campo de canje Bg

N

p=1

Ahora seamos testigos del nacimiento de un Magnén: una onda de perturbacién de los
espines. De la ecuacion 2.73 sacamos los términos que engloban el espin p — ésimo. Esto
equivale a tomar Unicamente la energia que aporta el p — ésimo espin.

_QJSp ’ (Sp—l + Sp-i—l) (275)
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usando la ecuacién 2.51 hacemos mu, = —gupS, y entonces la ecuacién 2.75 se escribe:

1 [(~27/gu) (Sp1 + Sy (2.76)

que es de la forma p, - B, (ecuacién 2.74. Es decir, el campo magnético de canje que actia
sobre el p — ésimo espin es:

By = (=2J/gp5)(Sp+1 + Sp-1) (2.77)
Si ahora recordamos que
OhS,
atp =T, = p X By (2.78)
tenemos al usar las ecuaciones 2.77 y 2.78.
aS$ 2J z z z
L = S SY(S5o + i) — SHSI1 + S (279)

y analogamente para 85?" 8;”. Resolver este sistema de ecuaciones es muy complicado
debido a los productos de S;Sg. Pero si suponemos que los espines giran alrededor del
eje z como en la figura, y suponemos que S* y S¥ son mucho menores que S; (oscilacién
pequena) entonces obtenemos un sistema aproximado de ecuaciones lineales al despreciar

los productos entre S* y SY:

z
T Rl A
S S . Dy
/// y
X s
p-1 p p+1
Figura 2.10:
08y  2JS7
= (28 = Sy~ Sp4) (2.80)
an =-— (255 — S5 1 —S7.1) (2.81)
d8Y
L — (2.82)

ot
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Como soluciones proponemos:
i(pka— i(pka—
S, = ue'Pha—wt) Sy = velPka—wt) (2.83)

dénde u y v son constantes, p es eevidentemente un entero y a es la constante de red. Al
sustituir en las ecuaciones 2.80 y 2.81 se obtiene.

—fwu = &(2 —e7tha _gikayy — ﬁ(l — cos ka)v
I I
—fwu = —%(2 —emtha _ gikayy, — —%(1 — coska)u

Para el par de variables u.v este sistema de ecuaciones tiene solucién solamente cuando el
determinante de los coeficientes de u y v es cero.

w 475(1 — coska) | 0
—245(1 — cos ka) iw B
de dénde se obtiene
faw = 4JS(1 — cos ka) (2.84)

Esta es la relacion de dispersion para las ondas de espin, es decir, los magnones. Con esta
solucién se encuentra al sustituir la ecuacién 2.84 en 7?7 que v = —iu y entonces la parte
real de las ecuaciones 2.83 son:

S = ucos (pka —wt)  SY = usin(pka — wt) (2.85)

lo que equivale a una precesion circular del espin p alrededor del eje z.
Para longitudes de onda muy largas A — inf,k — 0 y ka << 1. Entonces

1
(1 — cos ka = —ka®)
2

y la ecuacién 2.84 queda

haw =2 2J Sa’k? (2.86)
Un andlisis cuantico revela que la energia de una onda de espines de frecuencia w es
1
e=(n+ i)hw (2.87)

dénde n es un ntmero cuantico y representa el nimero de magnones en la onda, tal y
como en una onda electromagnética ¢ = nhAw, n representa el nimero de fotones. Ahora,
admitamos las oscilaciones de espin en el primer y N — ésimo atomos, son iguales:

ST = wucos (ka — wt) = ucos(Nka — wt) = S¥ (2.88)

entonces
ka — wt = Nka — wt — 2w dénde ¢ = 0,+1,+2, ... (2.89)

= Nka = 2mq
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2mq

~ Na

La ecuacién 2.90 expresa la cuantizacién de los valores posibles del vector de onda k, lo que

conlleva, segin las ecuaciones 2.86 y 2.87, a una segunda restriccién en los valores posibles
de la energia de la onda.

Ahora, hagamos una serie de aproximaciones para una de espin viajera en tres dimensiones.

(2.90)

1. Suponer que las amplitudes de la oscilacién en el eje z y y estdn dados por S, =
u cos (kgpa — wt) cos (kypa — wt) cos (k.pa — wt)

2. Suponer que la relacién de dispersién es la indicada por la ecuacién 2.86: hw =
2JS(ka)?. Recuerdese que ésta ecuacién es una aproximacién para ondas de spin en 1
dimensién cuando A — oo

3. Suponer que la cuantizacién de las k siguen una relacién como indica la ecuacién 2.90:
_ 27 _ 2m _ 27 z 2 2 2 _ 1.2
kz_mqw7 ky—mqy, k’Z— qu,donde k$+ky+kﬁz = k°.

A cada triplete (ky, ky, kz) le llamamos "modo”. Porque es un modo de movimiento posible
para una onda de espines. Y entonces podemos preguntarnos. ;Cuantos modos (tripletes)
existen tales que su magnitud se encuentra entre dos valores dados: |k1| y |ka|. Es decir,
;Cuantos modos AN hay en el intervalo Ak?.

Dado que sabemos que k = k2 + k‘z + k2 podemos intentar resolver éste problema de manera
geométrica. Cada terna (ky, ky, k.) es un posible modo. Ademés el espaciamiento entre las

k, es uniforme segfm la segunda suposicién : Akyconsecutivos = 12\,&, y de manera similar
2
Akycansecutwos = Na y Akzconsecutwos = Nﬂ .
Entonces un modo ocupa un volimen en el espacio k de:
3
2
AkmconsecutivosAkyconsecutivosAkzconsecutivos = m (291)
. . . , 3

Lo que es equivalente a decir que hay un modo por unidad de voltimen (%)

dN 1 1 (2.92)

dk3 (2=)° g '

Na 14

dénde V = (Na)3. Para obtener la densidad de modos podrlamos proseguir sencillamente
como el libro Kittel. Pero en vez de ello demosle unas cuantas vueltas al asunto.

Asi como % significa el niimero de estados que hay en un volimen ctibico dk® = dk,dk,dk.,
% significa el nimero de estados que hay en un volumen de cascarén encerrado por dos k
arbitrarias: ky y ko (vease figura). Para convertir un volimen ctibico dk® en un volimen de

cascarén dk se procede de la siguiente forma:
™ 2m
dk? = / k% sin Odpdfdk = Ank*dk
o Jo

y usando la ecuacion 2.86
dk® = Ark*dk = 4w

- 2 gk (2.93)
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Cada modo ocupa un volimen
equivalente a un cube.

Y queremos calcular cuantos
de esos cubos caben hasta un

radio k.

Figura 2.11:

dk.
dk,

dk,

3 _
dk 4nwoc'dk

Equivalencia entre un volumen cubico y un volumen de cascaron.

Figura 2.12:
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dk3 w
it
dk ~ a
dénde o = a?2JS. A partir de la aproximacién 2 obtenemos ‘é—f
dw d w 4JSa? 1
— =2JS—(ka)® = 2J92ka = 4J S 2= = ~JVwa
dk ar ko) “ a2278" T oo VY T Ve

entonces

dk 1 /1
N B 2.94
dw 2 wadw (2.94)

_ dN
= dN,

N AN dk*dk [V wy (1 /1
D = — = —— — = _— 4 —_ — _—
(W)= G0 = @ dak dw (87r3> ( ”a) (2 wa)

D(w) = Zr\/g (2.95)

A partir de la densidad de estados para magnones (ecuacién 2.95) y conociendo el valor medio
del ntimero de magnones exitados en un modo k (< ny >), podemos obtener la exitacién
térmica, es decir, el niimero total de magnones exitados (en todos los modos posibles) a una
temperatura T.

< ny > viene dado por la distribucién de Planck!. Y el nimero total de magnones es
entonces:

Por lo tanto, usando las ecuaciones 2.92, 2.93 y 2.94 obtenemos D(w)

1
zk:<nk>zzk:W

El subindice de la sumatoria indica que es necesario sumar sobre todos los vectores k, pero
podemos simplificar esa suma si encontramos una distribuciéon del ntimero de vectores k
(modos) con magnitud igual, es decir:

N (k). (2.96)

Y entonces:

1
NN ————
zk: < e > Zk: (k) exphwy /T — 1

Ademids, dada la relacién iino a uno.®™tre w y k, es posible escribir la ecuacién anterior
como:

1
S =S Nwy)
” < M > - (wr) exphwy /T — 1

Por ultimo podemos aproximar la suma anterior mediante una integral, suponiendo que es
posible cambiar la distribucién discreta 2.96 por una distribucién continua D(w). Y entonces:

1
zk: < >= /D(w) < n(w) > dw = /D@)de (2.97)

LCapitulo 4 del kittel
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Con la ecuacién 2.95 esto queda:

1 o2 e w2 1 ([ kgT \*?
= — - = Y/ —
zk: < CE <2JSa2> /0 exp(hw/T) — 1 (0.0587)dm 4r2 <2J5’a2>

A este resultado tambien se le conoce como Ley T°/2 de Bloch.
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Capitulo 3

Transporte Eléctrico

3.1. Conductividad Eléctrica

En el equilibrio térmico, la distribucién de la energia para particulas como electrones
viene dada por la funcién de distribucién de Fermi.

1
fo(E(k)) = BB/ 11

Fuera del equilibrio la ecuacién anterior es inutil para describir el nimero de electrones
con determinada energia. Para encontrar una distribucién f que sirva fuera del equilibrio
imaginemos que nos montamos sobre un electrén con ciertas coordenadas (r(0),%(0),0)y
que aplicamos un campo eléctrico constante en magnitud y direccién, el campo eléctrico
empezara a acelerar la particula, de manera que después de un tiempo t, el electrén tiene
nuevas coordenadas (r(t), k(t),t) = (r(0) — vt, k(0) + eE£, t).

Hagamos la funcién de distribucion tal que ”siga”’nuestro electrén, esto es:

flr@®), k(2),t) = f((r(0),£(0),0)) (3.1)

la ecuacién anterior se relaciona con la idea de "montarse”sobre el electrén porque el
afortunado viajero no percibird cambios en la probabilidad de existencia de su montura. La
ecuacion 3.1 se puede escribir también como:

daf
g
dt
y desarrollando la derivada anterior tenemos:
df d
J _pr. =
= Df - (1), k(D) 1)

_ (21 0f 05 o1 of of of Oh (1) Ohalt) Oha(t)
—(8x,3y,8z,akl,ak2,ak3,& v (1) 1) s 1), 2] O0) Dhall)
Entonces

df .

of

5 =0 (3.2)
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Y utilizando k(t) = —<2

df el Of

— =V, f-v-Vif - —+===0 3.3
Sin embargo no consideramos en la ecuaciéon anterior la posibilidad de que los electrones
choquen entre ellos o contra la red de a&tomos. Pero esto se soluciona facilmente anadiendo

un término a la ecuacién 3.3:

a eE  Of (0f
%—Vrf'v—ka'? at_<8t)s (3-4)

Es decir, el término (%) incluye los procesos de dispersién (scattering). Para determinar
s

ese término se asume que su efecto es proporcional a la desviacién de f respecto a fy, es
decir: 5 N N
ot 7(k)

Dénde 7(k) es el llamado tiempo de relajacién y NO hay que confundirlo con la 7 = kgT.
Un caso particular de la ecuacion 3.3 se da cuando V,.f =0y % = 0, este estado estacionario
de no equilibrio es un buen anélisis cuando se aplica un campo externo. Entonces:

S

—%E Vif = — [f(k)i(_k)fo(k) (3.6)
de aqui que, .
f(k) = fo(k) + ;TLT(k)E Vi f(k) (3.7)

ké 81
*é

Figura 3.1:
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La cual se puede aproximar mediante la ecuacion:
e
f(k) = fo(k) + ﬁT(k)E Vi fo(k) (3.8)

Para calcular la conductividad eléctrica en metales podemos proceder sumando las veloci-
dades v(k) electrdnicas, es decir, sumar las velocidades de los estados k ocupados en la
primera zona de brillouin (en una banda). Para tomar en cuenta esos estados ocupados intro-
ducimos la probabilidad de ocupacién f(k). Entonces la densidad de corriente j,, estd dada
por

=55 v(k) f (k) dk (3.9)

& 1stBrillouin

Dénde q es la carga del portador, y debe llevar el signo correspondiente. Como una aproxima-
cién més podemos usar la ecuacién 3.8 para calcular f. Entonces para electrones sometidos
a un campo F,:

e
83

j= &

/v(k)f(k)dk __ /v(k) (fo(k) + ”f(f) E, §£°) dk (3.10)

Dado que fj es simétrica respecto a k = 0, y v(k) es antisimétrica, la primera integral es 0.

Ademaés
0y _0fOE _0fy,
ok, OE 9ok OF

Dénde FE es la energia. Por lo tanto:

e2

873

E, /UQ(k)T(k)% (3.11)

j=-

En un medio isotrépico de estructura ctbica, las componenetes y y z de j se hacen 0 para
un campo aplicado en la direccién x, o sea jy y j..

. 62 2 afO
Jz = —@Ez/%(k)T(k)afE



