4.4 Concavidad y trazado de curvas

Definicién La grifica de una funcién derivable y = f (x) es

(a) concava hacia arriba en un intervalo abierto (a,b) si f’(z) = L f (z) es creciente en (a, b).

(b) concava hacia abajo (convexa) en un intervalo abierto (a,b) si f’ (z) = L f (2) es decreciente en (a, b).

Criterio de la segunda derivada para concavidad

Seay = f(x) dos veces derivable en el intervalo I.
2
1.Sif" = Wf > 0en I, la grafica de f en I es concava hacia arriba.
x
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2.Si f" = Wf < 0en I, la gréfica de f en I es convexa (concava hacia abajo).
x
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Puntos de inflexién
Definicién. Un punto donde la grafica de una funcién tiene derivada y cambia la concavidad de arriba a
abajo o viceversa es un punto de inflexién.

En un punto de inflexién (¢, f(c) de la gréfica de f, se tiene f”(¢) = 0 o no existe f”’(c).

Teorema 5. Criterio de la segunda derivada para extremos locales
Suponga que f” continua en un intevalo que contenga x = c.

1. Si f'(e) =0y f(c) = j—;f(c) < 0, entonces f tiene un méximo local en z = c.

2. Sif'(c)=0y f7(c) = dd—; (¢) > 0, entonces f tiene un minimo local en z = c.

3.Sif'(¢c)=0y f7(c) = %f(c) = 0, entonces la prueba no es concluyente. La funcién f puede tener
un extremo local o no tenerlo en z = c.



Ejemplos. Caracterice los puntos de inflexién, es decir, describa como se comporta la primera, la segunda
derivada respecto al cambio de curvatura. E identifique los intervalos de concavidad y convexidad.

fo(z) =sin(mz) +3

Respuesta.

Los puntos de inflexién se obtienen de fJ/(z) =0,
4 fo(x) = mcos ma.mcos (m(—1)) = —3.141 592 654

%fo(m) = —m?sin7z.

j—;fo(w) = 0, las soluciones en el intervalo [-2,2] son © = —2,-1,0,1,2.

Enz=-24f(-2)#0y f’(-2) =0. Asi en -1,0,1,2.

En el intervalo (—2,—1), hay punto extremo z = —1.5, f; tiene un méximo, concavidad hacia abajo y
f"(=15) <o0.

En el intervalo (—1,0), hay punto extremo x = —0.5, fy tiene un minimo, concavidad hacia arriba y
f"(-0.5) > 0.

En el intervalo (0, 1), hay punto extremo z = 0.5, fj tiene mdximo, concavidad hacia abajo y f”/(0.5) < 0.
En el intervalo (1, 2), hay punto extremo z = 1.5, fj tiene minimo, concavidad hacia arriba y f”/(1.5) > 0.
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Segunda derivada dd? Vb = % Vad = %. No existe la segunda derivada en = 0 porque lim,_,o- 91%95 =
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—oo y lim,_,g+ 595 = O



Entonces aplico el criterio de creciente y decreciente de la primera derivada.
Como fi(z) decreciente en (—o0,0), f es concava hacia abajo.

Como f](z) dcreciente en (0,0), f es concava hacia arriba.

En z = 0 hay un cambio de concavidad, por tanto es un punto de inflexion.
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RESPUESTA.
f(z) = 42

I (z) = 1222,

La funcién fs es concava hacia arriba porque f”(x) > 0 para toda x # 0. Y ademds en x = 0 se tiene un
minimo local y global.

En z = 0 no hay un cambio de concavidad, no es un punto de inflexién, o sea, no cambia la curvatura.
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RESPUESTA.
fi(@) =Lz~ 3

Entonces aplico el criterio de creciente y decreciente de la primera derivada.
Como f4(z) creciente en (—00,0), f es concava hacia arriba.

Como f}(z) decreciente en (0,00), f es concava hacia abajo.

En z = 0 hay un cambio de concavidad, por lo tanto es un punto de inflexién.
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