1112042 Introduccién al Célculo GRUPO CAT83 TRIMESTRE 23P
Martes 5 y miercoles 6 de septiembre . Sesiones: 15 Y 16.

Clase de anterior

lunes 4 de septiembre. ler examen Parcial

Clase de Hoy

Solucién del ler examen parcial, entrega calificaciones y revisién del examen por los alumnos. Funciones
polinomiales. Funcién Racional, divisién de polinomios y puntos fijos y removibles.
Funciones polinomiales y racionales.

Funciones polinomiales

Una funcién polinomial corresponde con las expresiones llamadas polinomios, lo cuales tienen varios monomios
de la forma a,z™ donde a,, es un nimero real (coeficiente) y « es la variable que toma valores reales.

La expresién general es p(r) = ag + a17 + a22? + azz® + - - + a,a™.

El grado del polinomio es el exponente del monomio mayor.

Ejemplo py (y) = -2+ %y + 4y

Es de grado 3 y tiene los coeficientes ag = —2,a1 = %, as =0,a3 =4.

Los polinomios de grado n tienen a lo més n raices reales.

Nota. El Teorema fundamental de Algebra dice que tiene exactamente n raices en los nimeros complejos.

Note que si se tienen numeros reales distintos rq,r1, ..., 7, se puede construir un polinomio factorizado como
(x—ro)(x—r1) (. —1p).

Donde el monomio de mayor grado es 2" y monomio de grado 0 es (—1)" rory -+ - 7.

O sea si un polinomio tiene n raices reales se puede factorizar en factores y tiene n raices. Sin embargo, los
polinomios de grado par, por ejemplo los de grado 2, pueden no tener raices reales. Por eso el Teorema Fundamental
del Algebra cuando se aplica que los polinomios de grado n de numeros reales tienen a lo mas n raices reales.
(Nota: en los niimeros complejos tienen exactamente n raices complejas).

Los polinomios de grado n impar, siempre tienen al menos una raiz real porque si « es muy grande p(z)p(—z) <
0. Hay un cambio de signo y los polinomios son funciones continuas y por tanto tiene al menos una raiz.

Por otro, lado los polinomios de grado n par, podrian no tener ninguna raiz real, o una de multiplicidad 2 [son
factores de la forma (z — rl)z] o al menos 2 raices reales.

Siempre es posible, después de encontrar una raiz, factorizar por divisién a un polinomio dado para tratar de

. . 2 3. n —
determinar sus raices. O sea: ““’*“”*“”mfiiw toton — py 4 by + boa? + bza® + - + b,_12" ! donde

(bo + b1 + box® + bgz + - + bn,lx"_l) (x—r1) =

ap + a1z + asx® + asx® + - - + apx™.

Las raices de los polinomios son los ceros, o sea los z; tales que p(z;) = 0.
Ejemplo. Sea g(z) = —3 + 2z — 423, notemos g : R — R . Los ceros se obtienen de
—3+ 2z —42%=0. Note que z; = —1 es una raiz o sea un cero de g.

g(=1)= =3+ (1) —4(-1) =-3—-1+4+4=—4+4=0.

La grafica de g(z) = —3 + 2z — 423(verde) es
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donde z; = —1 es la tnica raiz o sea un cero de g(punto de color rojo).
9(=2) =27
gD =0 |g() =6
9(0)=-3 | g(2)=-33

=itads — 4% 1423

z+1
Por divisién de polinomios se obtiene una factorizacion.




Ejemplo de la divisién de polinomios.

—42% + 4z -3
e
z+1 | 428 +2-3
(cambia signo para restar) +423 + 422
42+ z2-3
(cambia signo para restar) —42% — 4z
Qe
(cambia signo para restar) +32+3
g

g(z)=-3+2-422=(2+1) (—42> +42-3).

Note que el factor —3 + 4z — 422 = a + bz + cx? no tiene raices reales y que el discriminante
d=—b?—4dac = —4? —4(-3) (—4) = —16 — 12(4) = —16 — 48 = —64 < 0 es negativo.

Note que las funciones se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir.

Funciones racionales.

Las funciones racionales son cociente de polinomios reales.

Por ejemplo2

f2)= 55"

Dominio es el intervalo donde el divisor no es cero.

Los puntos donde se anula el polinomio divisor son puntos de discontinuidad y son de dos tipos: fijo y removible.

Los puntos de discontinuidad removibles son aquellos que corresponde con las raices iguales del divisor y del
numerador.

Por ejemplo, factorizando los polinomios de la funcién f se tiene:
21 o (z+1)(z—1)
—34+z—423 T (z+1)(—4z2+42-3)

Note que —4x2? + 4z — 3 es un polinomio cuadrético sin raices reales. O sea es una parabola que abre hacia
abajo y no curza el eje X.

X
-0.50-0.250.000.250.500.751.001.25
| I - PR

Por otro lado de la factorizacion se tiene:

f(x) _ (z+1)(z—1) _ rz—1
 (z+1)(—4224+42-3) T —4z2+44z-3"
Por tanto x = —1 es un punto de discontinidad removible (desapare por simplificacién)

y como —4x? 4 4z — 3 no tiene raices reales, la divisién por este polinomio no tiene restricciones y el dominio
de la funcién f es R.

La nueva formula de f es f(z) = ﬁix%’)

Ahora los ceros corresponden al numerador igual a 0.

En este ejemplo para f se tiene un tnico cero en x = 1.

Cuando el divisor de una funcién racional tiene una raiz que no se puede simplificar, se tiene tiene una

discontinuidad fija o esencial:
21
= 73<x|»w74w3 .
El divisor es —3 4+ 2 — 42% = (z + 1) (—42? + 4z — 3) tiene un cero en z; = —1.

Esto sugiere antes de la factorizacién y simplificacién que el dominio de f es (—oo, —1) U (=1, c0).

En resumen para el ejemplo de f(x)

El numerador es 22 — 1 = (z + 1) (z — 1) sus ceros son x5 = —1 y o3 = 1.
i — -1 (z+1)(z—1) — —1
Reescribiendo f (2) = == = (z+1)z(—4x§+4r—3) = i



Note que se quito 1 = —1 es decir se trata de una discontiuidad removible.
Por tanto el dominio de f es R.
Y el cero de f es en x3 = 1.

La gréfica de f(z) = ﬁiz%ﬂ (verde), su unca raiz en x = 1 (punto azul) es

T— + Il + Il + Il + Il + Il + Il + Il + Il +
r N T N T N T N T N T N T N T M T M —
10 -8 -6 -4 -2 i \g/.-aa———f 5 8 10
-0.1 X

La siguiente tabla son puntos de la funcién f que se muestran en rojo.

f(=10) = 455 | f(10) = — 57
f(=2)=3 f2) =4
f0) =3

Ejemplo 1.

Sea h(z) = 1.

Determinar sus puntos de discontinuidad fijos y removibles, su dominio, rango y realizar un esbozo.

RESPUESTA.

h(z) =2

Es una funcién racional del cociente del polinomio constante 1 y el divisor es el polinomio x.

Como no se pueden simplificar, se tiene que x = 0 es una raiz del divisor y es un punto de disconitnuidad fijo
o esencial.

Un esbozo de f(z) = % (rojo)

-

T
20 40
X

Se tiene f : (—00,0) U (0,00) — (—00,0) U (0, 00).

Osea Dy =R\ {0} y Ry =R\ {0}.

Ejemplo 2.

Sea j(v) = Hgia

Determinar sus puntos de discontinuidad fijos y removibles, sus ceros, su dominio, su rango y realizar un esbozo.
RESPUESTA.

Se factorizan los polinomios numerador: ? —x — 2 = (z — 2) (z + 1),

y divisor: 23 — 222 — 3z =z (v + 1) (z — 3).

Las raices del divisor son —1,0, 3, o sea los puntos de disconitnuidad.

Se sustituyen las factorizaciones y se simplifica:

(l‘) _ z2—z-2 _ (z=2)(z+1) _  z—2
J T 23-222-3z = z(z+1)(z—3) = z(z-3)"
Como se cancela el factor (z + 1), el punto 1 = —1 es una dsiconitnuidad removible.

Mientras que g = 0 y x5 = 3 son discontinuidades fijas.

La raiz del polinomio numerador (x3 = 2) es una raiz de la funcién j.
La version simplificada es j(z) = #123)

Por tanto el dominio de j es (—00,0) U (0,3) U (3,00)

Un esbozo de j es



<1

De la gréfica se obtiene que su rango es R.

La linea azul corresponde al punto de disconitnuidad esencial xy = 0.
La linea verde corresponde al punto de disconitnuidad esencial x3 = 3.
Tales lineas son las asintotas verticales x = 0 y x = 3 respectivamente.
Notacioén.

Sea v un valor real dado.

x — v~ significa que nos acercamos a v por la izquierda.

x — vT significa que nos acercamos a v por la derecha.

En el caso de la grafica de j observe que se tiene lo siguiente:

Cuando z — 0~ la funcién j(z) — —oo (se lee tiende a menos infinito).

Cuando z — 0% la funcién j(z) —
Cuando z — 3~ la funcién j(z) —
Cuando z — 3% la funcién j(z) —

oo (se lee tiende a infinito).

oo (se lee tiende a infinito).

oo (se lee tiende a menos infinito).




