1112042 Introduccién al Calculo GRUPO CAT83 TRIMESTRE 23P
Lunes19 a jueves 21 de septiembre . Sesiones: 20,21,22.

Clase de anterior

Desplazamientos verticales y horizontales,reflexiones, elongaciones y contracciones de la gréfica de una funcién.
Funciones trigonométricas. Funciones periédicas. Amplitud, periodo, traslacién.
Todas las medidas angulares deben ser en radianes, ya que estos relacionan de forma natural la distancia sobre
la circunferencia como el dngulo.
Las funciones seno y coseno definidas por medio del circulo trigonométrico corresponden a las coordenadas
(x,y), como se muestra en la figura.
N
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Para obtener la amplitud (]A]), el periodo (|B]), el corrimiento (C)y la traslacién (D) se usa la férmula general
de sinusoides:

f(z) = Asin (22; = C)> +D

Para calcular limites se usan dos aproximaciones especiales para dgulos muy pequenos:

sinff ~ 6

1— =62

Q

cos

Férmulas trignonometricas:

Suma de cuadrados

sin?@ + cos? 6 = 1

Suma de dngulos:

sin (@ 4+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).
cos (a 4+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).
Doble del dngulo:

sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

cos(2a) = cos?(a) — sin’(a).

(usando la suma de cuadrados)

cos(2a) = 2cos?(a) — 1.

Clase de Hoy

Continuidad y limites.

Leyes de los limites.

Teorema de la compresién o del Séndwich.

(Regla de I” Hopital que no es de este curso, para su conocimiento y uso para verificacién de resultados)
Definicién. Una funcién es continua en un intervalo si es continua en cada uno de los puntos del intervalo.
NOTAS:

1) Al reconocer que las funciénes son continuas y que el cdlculo de su limite no es de la forma indeterminada
0/0, 00/00,00 - 0,00 — 00, se procede por evaluacién directa.

2) Al reconocer a funciones continuas, se aplican las leyes de los limites:

Sean L, M, cy k valores reales, f y g funciones continuas apropiadas.

lim, . f(z) = f(limy—.2z) = f(c) = L.

lim,_.g(z) = g(lim, . x) = g(c) = M.

Regla de la suma: lim,_,. (f(z) + g(z)) = limy_. f(z) + g(limy . z) = L + M.

Regla de la diferencia: lim,_.. (f(z) — g(x)) = limy—.. f(z) — g(limy—.z) = L — M.



Regla del multiplo constante: lim,_,. (kf(x)) = klim,_,. f(z) = kL.

Regla del producto: lim,_,. (f(z) - g(z)) = lim,—. f(z) - g(limy . z) = L - M.

Regla del cociente: lim,_.. (f(z)/g(x)) = limy_. f(z)/g(limg_.x) = L/M, con M # 0.

Regla de la potencia: lim;—_. (f(z))" = (lim,—.. f(x))" = L™

Regla de la raiz: lim,_.. {/f(z) = {/lim,_. f(z) = /L, n entero positivo, para n par se debe tener L > 0.

3) Se asume que para funciones continuas se cumple que el limite pasa dentro del argumento: lim,_. f(x) =
f(lim,_.. z) siempre que el punto o tenga problemas a la derecha e izquierda de c¢. Ademds x — ¢ significa que se
puede aproximar por valores a la derecha e izquierda de c.

4) Regla de L’ Hopital: 1e=cf(@) lim—e F(2) gonde fr'y g son las derivadas correspondientes.

i . lim?ﬂc g(x) _ limgcﬁC g'(x)
Ejemplos de funciones continuas y discontinuas:

1) Sea h(z) = L es discontinua en z = 0.
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Ya que lim,_,o- h(z) = —00 # lim,_,g+ h(z) = 0o

2) Sea sin(1) es discontinua en z = 0.

€T

Ya que lim, - sin(2) y lim, ¢+ sin(4) no existen, cuando  — 0~ y  — 0T, la funcién oscila entre valores
en el intervalo [—1,1].

0~ 0t
sin(—ghg7) = —0.826 88 sin(gg7) = 0.826 88
sin(—ggo7) = 0-30561  sin(ggher) = —0-30561
sin(—gge507) = 0-34999  sin(gga6057) = —0-349 99
sin(—gga55007) = —0-42055  sin(gga05007) = 0-420 55

Entonces no existe lim,_,q sin(%) o sea, la funcién es discontinua.

3) Sea zsin(1) es continua en z = 0.
Teorema de la compresion o del Sandwich.

Si para todo valor alrededor de ¢ se cumple:

f(z) < h(z) < g(x) y se tiene que lim,_,. f(z) = lim,_,. g(z).
Entonces lim, . h(z) = f(lim;—.x) = lim, . g(x).

Se tiene que |z sin(2)| < |z |zsin(2)|.

Entonces 0 < }xsin(%)| < |z| |msin(%)‘ < ||

Como lim, 00 = 0, lim, ¢ |z| = 0.

Por el teorema del Sandwich: lim,_o |z sin(2)| =0, O sea

lim,_.q (x sin(%)) =0.

Por tanto la funcién z sin(1) es continua en todos los niimeros reales.

x
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Determinar los siguientes limites:

. sin(3x)
8) s g Zrcos@any
Respuesta.

. sin(3z)
lim, 5 z(cos(3z))3

. . . lim, _, = sin(3x)
=(Por reglas de los limites y como no es una forma indeterminada) 8 5 =
limzﬂ% T (limzﬂ z cos(Sw))

sin(3%) __ sin(w)

=-9 —0.

5 cos(?)g))3 o %(COS(T"))S *%“

b) lim,. o - S8

RESPUESTA.

Usamos desigualdades trigonometricas:
csc(3z) . m .

“’z?(;j” =(282)

: T N 9z limg 0 92

hmm_}O zcos3(3z) hmx_’o cos3(3z) ~ limg o cgs3(3:t) ~ cos3(limgy—o3z) 1

b) lim, ., (224218

RESPUESTA.

2 . . . .
%ﬂ no se puede sustituir porque resulta una forma indeterminada.
Se multiplica por el conjugado apropiado:
32°+32—18
\/12.—&-5—3 :
Se tiene:
. 80%13r-18 _|; (32°+3x—18) (Va2+5+3) I (32°+32—18) (Va2+5+3)
Mg 2 Vaii5—3 Mg 2 22 —4 = Mgy 2 @12)(z—2) =
(una forma de eliminar la division entre cero, es considerar si se simplifica
32z% 43218

sin®(3z)
x sin(3x) cos3(3x)

sin?(3x)

= hmz"o zcos3(3x)

hmxﬂ() = limd?*)() = hmmHO

9lim, .oz 0 __ 0

r—2
Realizando la division:
3r+9

Sustituyendo, se tiene entonces que

32213218 (32+9) (VaZ+5+3)

Va245-3 (z+2)

lim,, 5 (32+9)(VaZ+5+3)
limg o (z+2)

(ya se puede sustituir)

G+ (V@?+5+3) _ (15)6) _ 90 _ 15

(2)+2) -4 T 4 2
Una forma de verificar es por PhotoMath

lim$~>2 = 11mw~>2




32’43z 18)

lim o (%7555

Calcular

45
£ —225 7

Problemas similares

i 1 VIR g

(‘..u,:)n.(n.u,u) z2+y? + z’p

t=+22+y+22 >
1

lim —e : >

0 2

y otra forma es por medio de una tabla de aproximaciones usando alrededor de 2.

. 321 3p— , . . .
Sea j(z) = %, los célculos se realizan con una buena calculadora cientifica:
2 2t

7(1.99) = 22.486  j(2.01) = 22.514
§(1.999) = 22.499  5(2.001) = 22.501
| !

22.5 225

Note que existen los limites laterales, son iguales y por tanto
3I2+3I—18 =929 5
vVa2+5-3 :
2. Calcular los siguientes limites.

a) hmx - \/1+121x+7:r2

—— T .
RESPUESTA.
Para limites al infinito se cambia cocientes apropiados de la variable.

Se hace un cambio de variable z = —y y el limite cambia a +oc.

VIitila 722 VIFI()+TY? 5
2z 2(—y) o

1im:1;~>2

lim, o = limy o 1

Y
A4 e 7y2

1i y2 T oy2 oy

imy oo ——5r— =

Y
(se simplifica y aplican las reglas de los limites)

411
Vit v

: 1 : 1 : 11 : —
hmy_wo 5 = 75\/hmy_,oo =2 =+ hmy_,oo ? + hmy_,_oo 7 = "9

Se puede verificar por PhotoMath. O se puede verificar por medio de una tabla:

VT o
Note que —%5~ =~ —1.3229.

£/ 2 . . . .
Sea h(z) = %, los célculos se realizan con una buena calculadora cientifica:

—00
h(—1000) = —1.3239
h(—100000) — 1.3229
1
—1.3229
Note que existen los limites laterales, son iguales y por tanto

lim,_, o VAHLZET2® ~ 13999,
. |“3ot1] 4
b) lim, _,_;- 5 — .= —%
RESPUESTA.
No hay problema al evaluar el limite
lim o l=seti  3CD41 4
z——17 "2;—5 2(—1)—5
Se puede verificar por PhotoMath. O se puede verificar por medio de una tabla.
O mediante una grafica de la zona cerca de —1. El punto (—1,—2) (rojo) pertenece a

l_g?fj;‘ (verde). Note que —% ~ —0.57143.
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Repaso de asintotas.

Verticales.

Horizontales.

Oblicuas.

Cuando no existen limites hacia —oco y oco.

Ejemplos sin algebra:

Realizar el bosquejo de una funcién f y sus asintotas que cumple:
lim, ., o f(z) =3

lim, o0 fx) = =2

hmxﬂlf f(ﬂ?) = -

hrnac~>1Jr f(ﬂ?) = 0

Tiene a lo més dos raices y es continua en (—oo, 1) U (1, 00).
RESPUESTA.

y = 1 es una asintota vertical (azul rayas)

x = 3 es una asintota horizontal izquierda (rojo rayas)

x = —2 es una asfntota horizontal derecha (verde rayas)

Las raices son x1 = %, To = % (puntos purpuras)

La grafica de la funcién es la linea café.

-2

4 -

Foérmulas geométricas para problemas de aplicacién.

Perimétro es la suma de las longitudes de las aristas de una figura.

Foérmulas de érea:

Tridgngulo: A = % donde b longitud de la base y h longitud de la altura.
Cuadrado: A = [? donde [ longitud del lado.

Rectangulo: A = la? donde [ longitud del lado largo y a longitud del lado angosto.
Volumenes

Cubo V = a3

Prisma y paralelepipedo V' = A,h donde A, édrea base y h altura.



Ortahedro: V' = lah donde [ lado, a ancho, h altura

Cono y piramide: V = %Abh donde A, drea base y h altura.

Cilindro: V = Ayh

Esfera: V = %7?7“3

Ejemplos de aplicacién.

1) Dado un rectdngulo que tiene una diagonal (d) de longitud de dos veces la base (b).

a) Determinar la funcion del perimetro de un rectdngulo con respecto a la diagonal (d). Calcular el perimétro
cuando d = 5.

b) Determinar la funcion del perimetro de un rectdngulo con respecto a la base (b). Calcular el perimétro
cuando b = 3.

RESPUESTAS.

1) La siguiente figura muestra un rectangulo de diagonal (d) y base (b).

Para a)
La longitud del lado por la férmula de Pitagoras es h = vd? — b2.
El perimetro esta dado por la férmula: P =2(b+ h).

Como d = 2b se despeja b= %. Se sustituye en h = g)
La anterior se combina en la férmula del perimetro. P = 2 (g +4/d? — %) ) =d+ \f\r =d+ 3d =

(1+v3)d
La funcién pedida es P(d) = (14 v/3) d, P : [0,00) — [0, 00).
El perfmetro cuando d = 5, se obtiene evaluando P(5) = (1 + v/3) (5) ~ 13.66.
Para b)
El perfmetro es P =2(b+h).
La longitud del lado por la férmula de Pitagoras es h = v/d? — b2.
El perimetro esta dado por la féormula: P =2(b+ h).
Como d = 2b, se sustituye en la férmula de h = 4/ (2())2 — b2 = /3Vb2 = /3b.
Se combina con el perimetro. P = 2 (b + \/gb) =2 (1 + \/g) b.
La funcién pedida es Py(b) =2 (1+v/3) b, Py : [0,00) — [0, 00).
El perfmetro cuando b = 3, se obtiene evaluando P;(3) = 2 (1 4+ v/3) (3) = 6v/3 + 6 ~ 16.392.



