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ESPACIO LINEAL.

Sea V un conjunto, diferente de cero con una operacion + (V,+) } Algebra Vectorial (1)

Sea C un campo de numeros (reales B o complejos C) (C, +, -, 0, 1) (I1)

I. (V,+) + suma de vectores.

Sean ﬁ,b,EeV

1 ti+EGV CerraduraenV
2. a4b=-b,a Conmutatividad
3 (ﬁ +b )+ =04 (Iij + E) Asociatividad
£ b £
+(+(@, b), )=+@ +( , )
Il. Seana, B, A eC.

i. a+PBeC aBeC Cerraduraen C
ii. a+B=p+a; a-fp=ha Conmutatividad
ji. (a+B)+A=a+(B+A7A) Asociatividad

(o-B)A = a(B-A)

iv. Unidades o elemento neutro
a+0=a 71 Porladerecha
oa-l=o }

(Proposicidn: Las unidades de un campo con conmutatividad son también por la izquierda)
Prop. 0+a=a
l-a=o0
Demostracion:
O+aporii=0+a=0+0 ... (a)
Y poriv=0+0=qa ... (b)
Por(a)y(b)=0+a=a+0=a-> 0+a=a

(En forma similar para 1a=a)
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V. Inversos.

+) 3! —a € C, tal que a+(-a)=0 Por la derecha

*)¥ BeC\{0},3!B" tal que B(B'1)=1}
(En forma similar en C conmutativo son por la izquierda)
Resolucion de ecuaciones.
54+x=0 5+(-5)=0 “ x=5
vi. Distributibidad de - sobre +

Expandir
E—

a(B+A) =ap + al
%
Factorizacion

I, 11 (V,+) (C,+,,0,1).Si¥ AeC, ¥V eV
m. AVev
Proposicién 3 0cv
Demostracién por Ill para A=0, ¥ eV
Setiene 0V eV
EI 0 debe cumplir que ¥V eV, 3-V eV tal que V+(- V)= 0
Y esto se cumple porque V+(- V)= 1- V4(-1) V= (14(-1) V=0V

Ademsas V4+0=1. ¥40. V= [1+40] ¥=1- V=V

LINEALIDAD.

]|

@+@ =28 = (1+1)

=1

AT +Ba = (A+f)
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Interpretacion geométrica
<—o r————

Direccién (depende de un origen) y magnitud (tamafio, peso y cantidad)

PRINCIPIO DE TRASLACION DE VECTORES.

Los vectores se pueden trasladar a una referencia cualesquiera sin alterar su magnitud y
direccion. Dicha traslacién obedece al sentido comun, diagrama de fuerzas del objeto o
resolucidn de un problema.

éCudl es la direccidn del 0?

Dado un sistema de una particula a un cimulo de particulas distantes, el vector de atraccion
de estos se dirige al centro de masa del cimulo.

< o Se va al centro de masa

“ El cero es un vector que tiene todas las direcciones

2|
o

b

Cualesquiera dos fuerzas que apunten al cimulo forman un triangulo isdsceles y éste triangulo
coincide con el centro de masa.

Dado un sistema cerrado de 2 vectores, los puntos medios forman un rombo.
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= = _ br @
b=-b r=—+-—
2 2

_ _ b @

a =-a SR
Yy=3773

Un conjunto V es un campo C, forman un espacio vectorial si:

b

vV a eV ¥ oBeC

]|

a@ +BP eV (a+B) 0ey

Un conjunto SCV de un sub-espacio vectorial si S es un conjunto vectorial

Ejemplos de espacios vectoriales:

= ((hver)

s . \/ﬂ:m
AER,P:(PX) Y | s X y

Py

AP = (AP AP,)T

R* R, +) Sea F= G;:) 1= (g:)

o P, Bax\ (= P;+ Bq, .
aP + Bq :(" Psr)J'(ﬁqy)‘ ('I Pﬁﬂq;)E N

S
G) €R® & ®RLR+) Esun espacio vectorial

Pi q1 Pi+qi
P P; +
P=| 2| a=[%] = P+q=|2T®
paraR® ®%,R.+) peR™  \p, G Py +Gn

~ (R*,R, +,) También es un espacio vectorial.
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Si tenemos un espacio vectorial, con n componentes, pero sélo con P,y P, #0y P3, P,..., P,=0

R%eR", R P,,P, eR} = R?

Il
owoo, @]

Es un espacio vectorial de R™ pero
R™ # R?

e Unarecta que pasa por el origen es un espacio vectorial y es un sub-espacio de

Una recta que pasa por el origen es un espacio vectorial, en el plano hay n espa-

| cios vectoriales.

Un plano que pasa por el origen es un espacio vectorial y es un sub-espacio de R*R% ..,R"
(Hiperplanos > 3 dimensiones).

211 Qim
A ( S )
ACR"xR™ Omi " Omn Matrices M™™
Iijiﬂ_ Ii;:Ii'?‘a-
B = : ™ :
B e M= by v b
Q44 + biﬂ. e Qypn + biﬂ- ‘1&11 m H’ﬂ’l'?‘a-
A+B= : : AA = : :
Ot T P01 O T Do Almy = Almn

= (M. R, +,) Es un espacio vectorial.

SeaP el conjunto de los polinomios

P={P)=a,x"+a,_ ,x" *+-+a,x+alaeRi=0,..nx ER}
PgeP,a® =a'"x" + ~+a'y

p+qx =G, +a'  x"+l@a,—y +ta' X"+t (a;+a"y)x+ag+a’y P
Ap@) = Aa,x™ + Aa,_,x"1 + -+ dax + Aa,

y el polinomio cero: 0 =0-x"+0-x""*+--+0eP

(P.R, +.') Espacio vectorial para todos los polinomios (de dimensién infinita).
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BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL.

Es un conjunto de vectores que se pueden describir linealmente independientes ®%, R, +,-)
¥
= U= (i +yj)

v(xy)"

i0,1)

i(1,0) 5 Ty ] cumplen con ser LINEALMENTE INDEPENDIENTES

Ejemplo: 1=(1,0); w=(2,0)

Mi+oWw  A=1 A=-1/2 Ny=-1 N,=1/2
AW = 1(1,0)+(-1/2)(2,0)" = (1,0)™+(-1,0)" = (0,0)"
NN ,W = -1(1,0)+(1/2)(2,0)" = (-1,0)™+(1,0)" = (0,0)"
Luego Ty W no son linealmente independientes

Una base debe ser:

¢ Linealmente independientes.
e Generan a todos los vectores del espacio vectorial.

Tyj

s@ea0=0  0nl) oo ()Y

R%L,R,+,) C) e R%

* 1y Json linealmente independientes, mas aln son base de

QP Por principio de traslacién (R%LR, +,7)

v

Origen Q P

Base de E(-E, C, +, *)
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i.e.0= ZH,,-'E,-, A; = 0,¥; eslatnica Bolucién
B={"1. V2. 1} ¥; son L.I. i=1

L(B)=E, donde L son todas las combinaciones lineales de los elementos de B.

Dimensidn: D(E):|E .l cardinalidad del conjunto (nimero de elementos del conjunto.

Tensores.

Arreglos de matrices, desde n=1, hasta n=p

(‘-1)
Vectores u€R" U, pBR™) =I{.1;, ....0,=n

=
m
~
g
!
2@
e
d

TPM) pR™™)=n-m

Matrices
£71a - tl_lm
Tensores L € R™™¥ tl‘m tl;am DR™™¥F)=n-m-p
fﬂ-n - tp-m
tp:m. i tp:g.m
Propiedades.

ug.u; € RY QL+ )T, = A, + pl, Existe el tensor nulo

Ejemplo de suma de tensores £,z € R™F

tlij_ - tlj.m\‘ Zj_11. - Zl:.m"l
: : + z :

tl'm_ tlnm) Zlnl Zlﬂm_}

31 = Fam ) Z%y = Zam )
: : + z :

t!m_ t:nm) Z!nl Z:ﬂ-ﬂ‘l)

(t?J 11 tpi.m\'l (Zj!J 11 zF 1m) (tln +271y tlym + lem)

H : + H ™ : = : ™ :
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tP:Li.'!'ZPij. '_" tle_!_Zle

(t?’ﬂ_l _|_ zZF o £e, _|_ ZP o
t+z=(";+z%;) i=1,2,..,n
i=12,..,m
k=12 ,p

- Los espacios tensoriales también son espacios vectoriales.

D(R™)=Dimensién de este espacio es™ elementos.

Iy iz In
1 i} 0
— 0 1 0
L(B)=E e=R™R.+,) B o/ \o/ \1
E es de dimensiodn finita si D(E) < ®@
L(B)=R L(B)= X1y + 2305 + -+ X0, |x; € R}
Xy 0 0
= IJ + x:z + 4 IJ x; e R} =R"
L(B) 0 0 X
R™ ik=(ghre = 02#k  yectores
A=k
R7*E™ g = (gp) €p = ke# 1, b#J En la diagonal = 0
ij T RATKI T k=1, l=j g

Un espacio matricial requiere XM elementos, por lo tanto es finito.

Z=1im
1 i=
Rn.xm.xp EE_;' — {E__xyxl E-'zyz — j _ 1’”

En otro caso

Un espacio tensorial requiere TX¥MXP elementos, por lo tanto es finito.

Sistema de referencia:

W7 = yx* +»*

| <
<1

1=

)
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ra

— z
|T;|x;_f}.-f = |x +};l

Phes = Pl

son unitarios

— s B
Cambio de kase
ra————

éPor qué cambiar un Sistema de Referencia?
B © B Cambio de base

Condiciones: B’ debe ser linealmente independiente y generar R* , D(B)=D(B’)

Base candnica de un polinomio
P=(P.R+) B = {ag.0,%. a,%%, .. a,x"} DIP )=  Porqué?

B B
Supongamos que @ = 1x10° (@nx™1%%) = x5 qeda fuera del rango

Ejemplo: Cambiar la base de B->B’

-0e)

b l/:l b; y b, son linealmente independientes

Vector en B’

raayt = ()4 (F)= (i :r:;) =@ - )+ (" + )

B>B={jl}
— Ay — A
2@+a(D=0) = (2:2)=0
- 21, =0
[i 11|g]"‘ﬁ 23]: 51,:=u Ay + 43 =0, Sid,yiz =10

* Son linealmente independientes, tiene solucidon Unica y tiene inversa.
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Cambio de base de B’->B’* (ahora regresar)

A, (ﬂ s 13 (P)=ciecg= (g:)
by B

=R il 7L C
1 =) _ 141 _ 1
(er _I_er)— |:-%- _11] (er)_ (Cz) +— Dado esto

Para encontrar H’l.y ;{'! se resuelve

A’ 2
[ ]( ) ( ) = BA=C B''B'A=B"""C IA=B""c

g1

=41
EIGENVALORES, EIGENVECTORES.

A = escalar (eigenvalor = n)
A = matriz nxn

Av = AV Ecuacidn caracteristica v = vector R" (eigenvector n)
A ; 4
—— N
2 90)-50
2 = ~ Hay un eigenvalor
Av— v =0 vl
Av—Alv =0 = A— A= 0pam
(A-AD=v=0 =4 - AUl =0,.m|=0
a3, —A i1z 2in
g @2z — A - Rzn -0
T na Qg = Opn — A

Desarrollando el determinante

oy —A - Bap

i(al, -4

— 04z

zg Qap
: : : -

Brn1 " Dpn —4

)

a nn

@

na
P(A) =CpA® 4 Cpp g A" 2+ -+ (A4 Cy  Polinomio caracteristico de A
Las soluciones de P son los eigenvalores, puede tener soluciones complejas.

Suponiendo que por algin método se resolvié el polinomio caracteristico y se tiene al menos
un eigenvalor. ¢Cdmo encontrar el eigenvector?
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Av— A, v =10
Av— A4, v=20
(A-D=v=0 El eigenvector ¥ , asociado a “1 se encuentra de:
@yy — 4y iz a
a2y Qpz — 44 —|©
Iﬂ"?‘a-:l. ﬂ‘ﬂ-! u

Ademas puede dividirse el polinomio entre el eigenvalor y puede obtenerse un polinomio de
grado (n-1).

Estos problemas tienen su origen en funciones cuadraticos.
=) [ §16)=2%+o
Y= Ay [ﬂ g/~ Y Funcién escalar en R¥ .

=2 &=p) =8 &=}

Se puede reducir la dimensidn si los 2 o 3 valores conocidos son los que se aproximan.

A:G g) lA=T1il=0 :;[233, SEA]:(Z—R][ZB—A]:U_-Iﬂizz}r‘lzzﬂ

Sustituyendo en la matriz 41
o2 o206 a6)-© - 22077
s () 40)=20)-

Sustituyendo en la matriz Az
—6 u]('b“l):(:) - v, =0
0 0\ vy =libre #0

g, = G) AZ, = 1,5,

PRODUCTO INTERNO.

a-b = lallblcos & pefinicién geométrica del producto interno
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V-] = pyicos a
=r-|1|coscx
=rsinf =y

v=xi+7f Uy = X301+ Vaf 73 = (%1 +9]) - 2l + 32
v -v 2 = xi -x42 Ut xitv2i v 20+ ya‘}uz = x{xﬂ]a"- Ut a2yl T = y[xﬂ]_,r"- U4 v 2y

i-i=cos0=1; j-j=1;

i-fj=cos90=0
Ya no depende de la geometria seno y coseno.
V=(V, E+, ) espacio lineal

Un producto interno en V es una funcién bilineal tal que {a. b} en lugar de a-b,

ESPACIOS DE HILBERT. <, >: v = E
) <AiT+ #.E, £ =
) <xY>=<WX> sedenota el conjugado de un nimero complejo
ny <xx>0x+0

NOTA: Nos restringiremos a e=R porloque(ll)es< X%y >=<=<VX >

R™ forma bilineal, matriz identidad |.

T

GEr-C) )
Rﬂ', forma bilineal

{(:51): C}l)} = C;-)M CEI) =x;) + 2x); o xR,

CURVAS DE NIVEL.
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Métrica No métrica

Gradiente Gradiente (zigzaguea)

x2 492 =0 X% 4 Ly? =
Método del gradiente conjugado.
¢Es un espacio vectorial?

<xd+ b€ >;=X< d >3 +f < b, >,

_ b\ (C
<o @+ fB,E >y (:;1 Ighl) I(Cl) = (xay+ Bb)C, + (e ag + BbIC; + - + (x a, + Bb,)C,

~ _ a7 g by ¢C
« @+ 6.0 =< () 1(2)+5 () 1(5) = @uC+x @+ = @, () + f,C)+ B
T n n n

~1=11
Funciona con matrices “Matrices definidas positivas”
=)

.
<xxmg=xlx=x 3+ +x,2>=0
six 0, <cx, x>0

En forma similar se unifican las otras propiedades para 1 y M (El requisito es que M sea

definida positiva < . X == x"Mx >0 ),

NORMA DE V:

Es una funcién positiva ll- IV — R'+=[0,00)

x €V Espacio de Banach

) El=o
n Il=0<=>x=0
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ny BAxl = 1Al
v) llx+ yll < il + vl

Si V espacio lineal tiene un producto interno <> real, el espacio normado inducidos
Ixll = ¥< X.X> y al espacio se le llama euclidiana.

f=(§‘) <X =X X=X+ +x,2>0
T

Note que Ixll; = V< x.x>;= inz +x% 4 x,

Desigualdad de Cauchy-Schuartz.

=%y = 1= XNyl

Desigualdad Triangular.

I + vl = lixl + vl

Ejemplo:

R xveR LEVR =XV

l<xy> = kx-yl = Ixlllyl = xliyl

x=—3 y=2 =1-3-21 =[3ll2] = -6l = |6l
Trabajo: F E

Funciones escalares #:V + R P@)eR

Curvas de nivel: £} = fv#(c) = C}

Funciones vectoriales: F:v, — v ésta asocia a cada vector de v, un vectorde v,

Ejemplo: R™

F X, %) = Ty, X))+ T (Koo %)l o0+ (%o X0 i

Ejemplo:
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F(Y,2) = (x=y)%i + (22 +x=2)iy + (0 + y* + 2)i

Av=Av Av AV
¢Duda?
/]1+ O+ 1:0 A+r =O

0 '01 yl B+r 0

Rﬂ-
Un espacio vectorial en tiene n vectores base porgue si tiene n+1 se vuelve forzosamente

linealmente dependiente.
V :{(al,az’...,an,...)|ai DR}

b =(0,) b, =(0,1--") b, =(0,0,-.1-)  pimensién finita

PRODUCTO INTERNO

a alb>0 Direcciones similares (menores a90°) 0<8<90°
\
b
‘ alb=0 Ortogonalidad
b
L

- ab <o Direcciones opuestas (mayores a90°) 0<6< 180
b

Izl =+va-a  Normainducida por el producto interno.

Producto interno en funciones
Ple.d]l = {fazx® v+ azx* +ayx + agla; =0 i= 3210}
B, ePle.d]l Fx)=ax*+a;x3+a,x+a, xvelecdl

PoePlc.dl PEBM®=a3x*+a;x*+a"yx+a’y

d d
P, B =J'P,mf;cr}dx IBl= B E = ‘f B0 dx
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Angulo entre polinomios

ab _ AR (X
lallsl Jff P,GY dx | [P B G dx

cosfd =

Propiedades necesarias

a) (xa+ ﬁj € =« ac + Bbc

b) ﬁ' b=b-a cuanel espacio es vectorial sobre R
a-a=0

c) @-a=0<a=0 Positividad

lz- IiFl = ﬁ“'ﬂ Desigualdad de Cauchy-Schuartz
B -
cosf = ——— = |B, - Bl = cos & - |B|IE:]| = lcos BlIR IR

1B - Bl = IBIE]
Desigualdad triangular. la + Ii3' = lal + |E|
Igualdad del paralelogramo
_ 2 _ 2 —|2
lz+ 5] +|a— b = 21@al® + |b| )

la+ 5" = 1aF + 5] + 21a1l]
. la- b =1ar + bl - 21a]
|a+ 2] +|a- 5" = 2102 + |E|=)
Producto cruz (ﬁxa R?

|§x5| = |§||E| siny Regla de la mano derecha

|axb] =

i F k| ey e ges sl ~las
o, Loal-db ot S
IE:|1 bl bﬂ

= (azb; — baa)r— (ayb; — bya, )y + (@, by — bj.ﬂ:]E

Propiedades del producto cruz

i 7 k
2y @z da
by bz b,

jaxh] =

a) (o ijE:nc (ﬁxa = ﬁx(lx a
ax[_+ ¢) = axb + axtc

c) axb = —bxa No es conmutativa
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d) EI(EIE} ¥ {ﬁxE}xE No es asociativa, no deben omitirse los paréntesis

Demostracion de a)
_ i j 3 i j ok i i Kk
(ca)xb=|ca, wa; mayz|=xla, a; az|=|a, g g
b, by bg b, by bgl lecb, wbhy obg
= (@xb) = axlx b)
Demostracion de b)
j ic
EI(E+E}: 2y g g
by+¢y bx+c; bytcy
_ i ok|_ ik |T fl
by +c4) Q. a,l (ﬁ,+c,]|ﬂ1 a,|+(b’+':’] My Qg
|7 Kk i k|l_, )t EK|_.|t k ?fllif
by a; (g ta 0z a,l b’la1 g €2 a, Qs + b ay az teag g

= ax(b + ) = axb + axt

Demostracion de d)
M[Exc} = Si @ estd en la direccién del producto resultante, entonces, el producto cruz es

cero. Pero en el caso de que los vectores unitarios @ LB =J,C = K |aigualdad si se cumple.

TRIPLE PRODUCTO ESCALAR

(@bc)=a-(bxc)
a) (@b¢)=a-(bxc) = (axb)-¢
b) I[ﬁ b E}I Es el volumen del paralelepipedo de arista &, b vyl

c) a, b y € Son linealmente si y solo si (ﬁ! b, E} 0
i j Ok
bs

by, b,
ty €3 €3

@+ (bxt) = (@, + af + ask)-
= (@t + aaf + @sk) [(baca — c2ba) — (byca — €1ba) + (bycz — b2

=y (bzcz — c3bz) —az(bycy — b)) + az(bycz — c,b3)

= ﬂj.b:'fa - ﬂj.'f:ba - ﬂzbj.":a - ﬂ,[f,_ba + ﬂ-abj.'f: - ﬂa'fj.b:
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(cal + caf + c3k)

k
2 ﬂ‘!
bﬂ
= [(azbs — b2a)t — (a1ba — byaa)f + (aybs — byadk|(caf + caf + c5k)
= (@abg — bata)cy — (@yba — byas)es + (@yba — byaa)ca
=agbgc, — botlary — @y bacs — byacy + @ bocs — byarg
@- (bxeé) = (@xb)-¢
Funciones escalares ® :R* =R
Funciones vectoriales T:R* = R%L,R, +-)=V
Campo escalar

Campo vectorial

Ejemplo de campo vectorial

R? D(x,y)=C Curvas de nivel {(x,y) | D(x,y)=C}

A,

mz

| {(x.v) | D{x,y)=c}

|

& (x,y)Dix,y)

Ejemplo: ®;(x,y)=x*+2y*  Curvas de nivel ®,(x,y)=C
x+2y°=C , C20

x*+2y’=1  Elipses

FUNCION VECTORIAL

Flay. .. ay) = x(@a,, aq. a:)i + v(a,. az. a:)j + =(a,. a,. a,]E
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Ejemplo:

xlay. a5, 05) = a; — agt

¥(@y: @, @2) = Qg

zay. a5, 05) = agt

r(ay. az.a;) = (@; - ﬂa:ﬁ"‘ﬂﬁ"‘aazg Con @z =1, ag® =4

F=(1l—4)+]+4k

7(t + Af) — 7(£) PO = Jim F(t + AL) — F()
=@

At AL
ve = 0, 6 >0
Iat] <& = It +At) — (el < B
t—E+a8D)l <& = FE)—FlEdll < =
r(t)
L r(t:) 7Y = x(OF + ¥ + 20k

) = x"(B)i 4+ y(D)] +E @)k
Si ®O(t) es igual a un escalar

(1) - 7)) = 20 + 2O + 2EzEk

o:R* =R

v=2i0 25000 o ve =221 955,225
Operador dx 6}*} dz dx ﬂ}’j dz

. _ aP af g -
[EOFOI = V@) -FE) = (EI +@I+Ek)- (" ©F + ' (8] + 2'@F)

d'd d

dd
=5V D+ 5 YO+ 570

Supongamos que se toma @)=C (Curva de nivel)

V() -r't)=0 ~VP(t) y©  son ortogonales para que sea =0
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El gradiente siempre va en la direccion ortogonal a las curvas de nivel (direccion del
crecimiento del campo)

1. V=1PE)=ax®* + bx®* +cx +dlxe[-11],ab,c,d € R}
2. V=0.R+) espacio lineal

1 1
_ Pl=vP-P= || P(x)3d
bacy p-q = [ Peoqeax 1P [ peoras
P-g=|Pliglcos@
I, @x®)bx)dx n
cosf = = COs—

J‘r_lltax’]’dej'_llfbx’]’dx

Una base ortogonal

DERIVADA DE UNA FUNCION VECTORIAL

F() = x(E) + v + z(EDk L.k labase candnica unitaria de R®

@) = lim T+ k) — ()
h—0

Propiedades
CeRofeR
ut), vt  Funcién vectorial

a) [Cu@l =Cu'@)

b) [ec 1) + fY N = {ﬁ(ﬂ) + ﬁ{ﬂﬂ) ~ El espacio der las derivadas también es un
espacio lineal.

o) - vl =u@)- vi) + u) - v)

d) El resultado es un vector, ésta propiedad no es conmutativa.

Demostracion:

[Zex 5] = qu . 1f \ f]
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= [(H:Va —VaUa)l — (Vs — vyua i+ (Uyvs — 1’1“::&]:

= [(uzvs’ —uz va) — (vaua’ — vy ug)fi+1

= (UgVg — VaUz) T — WV — Vyuz) J+ Wavg — vlu,]'E
i 7 Ok i J ok

T M Uz UalF oy uy
7y, Vp Ty vy, Tz Vg

e) Triple producto escalar

Derivadas parciales

Uy, £2) = x(E,, t2)0 + y(Ey, t2 ) + 2(Ey, t:]E

Ejemplo:

F(ty,t:)=acost, I+ asint, j+ .k

—(f,,t;)=—asint, T+ acost, |
at,

ar -
a_(tpt:]: k . ., L. , -
L (Direccidn de crecimiento de los circulos que conforman el cilindro)

k

Integral de Longitud de una curva vectorial

|+---+

T(te +h)—¥(t,)
h

r(t, + k) —7r(t,)
h

F{tn. + h] - F{tﬂ-]
h




APUNTES DE METODOS MATEMATICOS AVANZADOS

M M
\
7(t)
—1+— y
X t, t, ta
Longitud de T de ta atn
n—1 _ _ n—1 _ . _ n—1
lim lim 3 [ O PR P _ o N [P AR P Z [ 70"
fi—tm =40 4 I k h—roa h—+0 f h—roa
i=o =0 =0
= ) - () dt
v/ T
i F(E) = x(O) + Y@ + 20K
Ax

FE) = 2T +y® T+ 20k

© o [rored= [”J(t]’i+y(ﬂ’f+zm’ﬁ

Ejemplo: Una circunferencia

a
F(t) = acosti+ asintj+ 0k
T y =asint
. . £, =0, I, ==
Medir la longitud de 2 a a
fJ[—asiut]’ + (acos&)3di =fJﬂ’ sin® t +a?cos? tdt x =acost
—a

T iy
= af{siu’ t+cos®Tidi = afdt = ag— IJ) = %
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Syms_a b _c_x

int(ax"2,x,-1,1)

Derivada Direccional

af . @ -,

Dbf = E - Ll—m 5
5 Ecuacién de la recta L
/ L Fe)=P+sh seR
~ _ T} — = 1
S 3 F(s) = x(5) + Y] + zQo)k
_ ) i) ) a -
Phf = —f = —ftixr+—fdyj‘+ fdzk

ds  dx By az
) = 26T+ y@) T+ 200k

dr=dx+dy+dz

_af. af_ of -
Dbf =Vf- dF g F(s)=P + sb, P=cte dF=5b

Dbf =Vf-b La derivada direccional de una funcién es igual al producto del campo

vectorial por esa funcién.

Campo vectorial inducido como el gradiente de una funcion escalar.

F@)=ve@)

|

ty
J; - dr
Integral de linea o trayectoria ~“tm

_ Fﬂ.

I/ / /’ F(t) dar
to /’ /’ /’ t; .Z—:d?

L
7(t) @=Campo escalar
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Campo vectorial conservativo

XJ J x% 4 y2 =gt F=ve¢
™ &
Si me muevo en una misma curva de nivel, no hay trabajo.
—7 =
£y
7N J; F.dF = 2@,) - ()
o
fﬁ- dF = 0
Integral de la linea cerrada donde fa = %1 y se recorre en la direccidn

contraria a las manecillas del reloj.

TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO.

Sea P(x,y) y Q(x,y) funciones continuas con derivadas continuas en una region R limitada por
una curva simple (que no tiene cruces), cerrada (empieza donde termina) C.

1
f{de + Qdy) = JL (% — %J)dxdy

Px,y)
Qxy)
B )

Ejemplo:
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Va (a) Y2 (b) 1 X2

yl(a)é :yl(b) . HEE]

a b ‘a ‘b

1 P
f Pdx = J; Pdx = J- Plx, v)(x)dx + J:P{x}y, ()dx
@

d b b
iPdI—QdJ’ j] (M dg)d dy = - [ PlaraeDax = [ Py @x

b b
= [ 1PGy) — PGy @] = dx =~ [ PG ya, k)~ PG yG0) d)

— J: (ing dj,r).dx =- J]:(gdy)dx =- ﬂ:g dydx

La otra parte

dey =ﬂ:(%dx)dy— dey +Qdy = ii(%—%))dxdy

F=Pi+0Qf
i j ok

- L ) (@ a
gx 8x ox dx 63’ _
P Q o ds = dTdyi

f?- dF = ﬂ{vxﬁ] .45

Teorema de Stokes

El trabajo hecho por el rotacional en este caso en particular

—d5 = dxdydx (i + f+ k)

1_ 1 2Q @
F.di= J]' (———Fjdxd
f‘ r \Ox v Y Teorema de Green

Curva no simple pero suave, por tanto se usa Teorema de Green (son 3

curvas).

frar= [l G- [ G -5 LG -5)
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Ejemplo: Encontrar la integral de linea de la siguiente curva (Introduccién al control 6ptimo
con discretizacién).

Fr)=—yr—xyJ

y Parametrizando: X = cos8 y =sinf

= F(r) = —(Gind)r — (cos sin Iﬂf

r(f) = —sin@doi + cos I dOf

b z
I F(ﬂ-d?zJ:(—sinfﬁ‘—cc:sf?-siuf?jj(—siuﬂ'dﬂi‘+cosf?dﬂ'ﬂ
= Jda

i
= f{siu’ 8 — cos® @ sin@)dB

a
= 1™ 1 — 2 b 2 A¢— o u=cosfd
—J:{l cos E]dt?+[ccs 6(-singde) ~ M=cosO

T
cos® 832
=

a T a
T 1=
- [(1— mszﬁf]dﬂ:fu’du :;-E[{cuszﬂjzdﬂ#

INTEGRALES DE AREA

f(x,y) 7<\me AxAy, F (. ) Continuas diferenciales

-

/f

f(x;,yi) Axly;

f(x;,vi)
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n 1

i
Area de B = %!;LEE.E = ZZﬂxiﬁyj = jL dxdy

i=1j=1

T i
4= ZZ}E@C: }’:i}ﬂxiﬂ}’i
i=1j=

JI:ftix, V)dxdy = i i flx ey’ JaxAy;

i=1 j=1

1
f{de + Qdy) = JL (% — %)dxdy

El teorema de Green nos dice que el efecto de la integral de linea sobre la frontera de cierta
region, es igual a la integral doble sobre la region que delimita esa frontera.

TEOREMA DE DIVERGENCIA DE GAUSS

L 1, —
JIL?-F.:EV:H F.dA 2
= I =V -F: Gradiente del campo vectorial.

11=F: Campo vectorial.

1
JI| »eey. yaxayaz ) o
El efecto de la funcion sobre un diferencial de volumen.
L 1.
v- ﬁ‘ d/I Es un vector que siempre
} se mueve perpendiculara
la superficie
Lo que pasa en la Equivale a lo que pasa
cascara (superficies) dentro del volumen

¢Quién es la divergencia?

sz ¢ oK 1 dFx
By Fx——ﬂx—xﬂyﬂz
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F lﬂxanﬁ A
EnB x+2 dx yaz

F = Fxi+ Fyj+ Fzk

dFx

. . —AxAvAz
Diferencia entre Ay B es: dx ¥
De forma similar en las otras caras

aFy 0Fz
= AxAyAz —— AxAyA
Entre frente y atras: @V Arriba y abajo: 8z yaz

Efecto total es: (V- FMAxAyAz

J]Iv -FdV = J]I (a‘r oF 'g‘:)dmydz

LaF
J]I —dxdydz
Como F es continua r Ox

b= |§|IE|C°55:'F_'dA_: IF"d‘“"—l'C'i’Stir F = Fxt+ FyJ + Fzk

]|

|

= IFxl|dA]cos= o +1Fyl|dA] cos B + IFzl|dA|cos y Descomposicién ortogonal

cosZ e, cosff,C08Y  Son los dngulos que se forman cuando £4 se descompone

1 —
J]I o dxdydz = ﬂ Pyt d
=

laFddd— IF“dA_
J]Ia_}’ x}rz—ﬂ; Y DeRE'aRz

1aF R
J]I —dxdydz = J] FzlkdA
r Oz £ Un vector recorriendo otro vector

Lo que pasa en un diferencial de volumen es igual al efecto de la funcidén sobre una superficie.

En algunos casos, para aplicar el teorema de divergencia es mas sencillo el lado derecho y para
otros el lado izquierdo.

. ¢éPar
a un campo eléctrico? Derecha.

. ¢Par
a el campo magnético de la tierra? Izquierda.
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TEOREMA DE STOKES (particular).

fﬂ . dF = J]'i[vxf]- ds = f? L dF = Jr[vxﬁ)- ds

S (exterior)
Superficies orientables: Regresas con la misma direccidn (regla
de la mano derecha).
En estas superficies se cumple el teorema de Stokes.
C (interior)
TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO (particular) 'X
1 (3F, @F, fo
Fydx + Fpdx = H (—’ — —)d:rd )
f 1 2 = a.x ay jf? . .
R dVD—\é(ﬁﬁiaip)AA’
- - ™ dx ax oyl Y
T j k i :
o L _
dx Bx Ox F=hithj Hl[vxf).df
P Q o0 S =dxdyk 7
_ 1 _ 1 _
iF-dr F_ dxie dyg iP-derL{?xf}-ds

TEOREMA DE DIVERGENCIA DE GAUSS (general)

J]fv Fav = ﬁl{?xﬂ- d5

SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

oy oty oy
ac Max T YT 0 En Q=(0,1) x(0,T) - Proceso

1. Y = Yo
Yoy = Vo v:Q—-R
20.5) _
2. H e T o
yi(x. 1)

Condiciones de frontera
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o) _
3. e

KZ.

%y
Zl.vD [-__/ u ax

=

37

El conjunto ¥ = Hx.vh:Q - R} @R, +) = Sjesespacio lineal
Este sistema no se puede dejarlo libre, pues se sale de los rangos.

- Se acotan las condiciones de frontera

vlE) = — M—a{y;?; ) *

= El valor minimo de la funcién.

17 ky et kit
miiu}(vjzij;v’dt+Eﬂg}f’dxdt+?L}’{x,t]’dx

Suplir Y0 ) por (. T) — FEIP

Poner 2 controles

1 T T
5 U; (= N3 dt + ,[ (=g @ED3dt +]

. - 2.
Donde ¥ es una solucidn de sistema de
X :h .
o = ecuaciones para ¥ .
' 3.7 !

. 1 T 'kl. 1 'k: 1
min[() == | v()* dt+—ﬂ yvidxdt +— | y(x.T)*dx
Estrategia de solucion.

Caso continuo: Con 8f% = 2f8f

Condiciones de optimalidad: s/@w) =0
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T 1 T
8Jw) = L vévdE + ky J]; v8ydxdt + ko .[ v, T8y, Tdx

ady iy a6y _
Tt M tig =0

gdy@) =0

a(oy(©.6))
Th—y = v dSE

sy, 1)
oy

Adjunto: de lo final a lo inicial.

Estado: de lo inicial a lo final.

Para resolver el sistema y corregir errores, se va de adelante

para atras, n veces hasta resolver la integral del sistema de

ecuaciones.
T 1 1
8Jw) = L vvdt + k, J]; v&ydxdt + kg .[ vilx, T)&v(x. T)dx

Integracion de 65.E requiere de P suave:

R (¢ i) Tt (i)
GZJ];P( Y u jf+£ }?—Ej;)dxdt

gt ax? Bx

1 1 33 1 1
JI P@dxdt—_uﬂ' P—a 5?dxdt+£j]. Pag—ydxdt—ﬂ. Péydxdt = 0 (minimo)
o @t o Ox o Ox ]

Formula de integracion por partes

B B b
J- vdu=1m| —J-miv
@ a a

1
JI P9 yrar
Integrando % at tenemos la funcion ¥+
1 asy _ iy T asy 3 1 - 1T Ap
JL P Laxdt = J; [J; Pﬁdt]dx - J; Poy|_ ax —J; J; oy 5 dtdx
1 1 la-P
- J; P8y (TYdx — J; P(0)8y(0)dx — H —bydxdt
0

1 1 aP
= J; PMyév({Mdx — J] a—ﬂydxdt
g X
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Integrando (Término de la aceleracién) por partes.

T 18P
1/ 335y R _ [ (p0n Ifuaﬂﬁjf
a&v(l a&y(0 a8 13P55
J;Pm Y@ .. J;P(ﬂ] v(0) [J;( j-f) J; :vd dt]
T T o2
= J; P, 1](_ ﬂﬁ}fﬁx F]I dt) IJ; _.:Eyl dx czt—J; g j:ﬁyd:rd}f]

= J; P(x, )6v()dt + u J; & 1, 6y(L, )dt — uJ; = (0,060, )t - uJ] oY sydxdy

sy(1,1)

— 2
o Sv2(E)

_ fp{n, £)6v()dt + o J; & @, 96y(, t}dt—uﬂ oY sydxdy

1 ady
E.'J]; P——dxdt
Integrando dx
2% gt f[fpaa}’d dt fpa Ildt
E.'JL oy Gxdt=¢ 3 O =g y .
T :La.P 1
= E.'L J; —8ydxdt — JI PSydxdt =0
dx Q

MODELO DEL GRADIENTE CONJUGADO

1)
2)

Uk P(t)=kay ()

v(0,t)

e [0,1) Po
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Sistema de ecuaciones:

Para 1) Para 2)
dv a2y dyv _ aP azp arP _
E—#F+Ea—y—ﬂ * E-I_ﬂax_z-l_gﬁ-l_‘u_ k.y

arP
i W+ =PUI)=0

Ya = ¥(0)
T 1
o =1t [y o [0

S . =— +— dxdt + — (T *dx

uzo=v) @) ] 2 > LY 2 1Y

dy
u—==0 ()

dx L
v = cos(tx) Son soluciones de * (soluciones naturales) y la combinacién lineal, por lo tanto se
y = sin(t) ve oscilar el sistema antes de apagarse.

Para lograr el control de la funcidn en el centro es necesario meter controles en el

centro. V0 VL

PROBABILIDAD DE EVENTOS ALEATORIOS

Espacio de eventos (6 cartas)

E={4[A[J}7}RHR}  jz1=6

Se barajean y voltean las cartas

1
P=—=—
XIX][XLXLIXLIX]  setoma una carta IEl &

Frecuencia de aparicidn: Casos favorables/Total de casos

Con reemplazo, la frecuencia de aparicidon no cambia y el espacio pierde aleatoriedad.

Imposible Certeza

PROCESOS ESTOCASTICOS I I

0 4 1

Probable




APUNTES DE METODOS MATEMATICOS AVANZADOS

IE| IZ|
Zfi =1 ZP:: 1

1
M={45C* —

Moneda real: IM]|

A4 = aguila=05 S=s50l=05 C=canto=p >0
p_1_1

Dado:D = {1,2,3,4‘,5, 6} f _E_E

Ay PCAP(F)
PGE)="m

Probabilidad condicional:

A\ P(A)P(F
p()-222D  punm
P(F) = Probabilidad condicional de B dado A

g%gzl

X: variable aleatoria R: Espacio de eventos

Se normaliza (de 0 a 1).

Ejemplo: Moneda ideal
X; <3' evento i-ésimo

PUX = x) probabilidad de que la variable X tome el valor x

1_ 1
F(X:x]:{z_lExl

0 En otro caseo

xef{-11}= P(x)

Ejemplo 2: Dado ideal
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¥ E.=11,2345#6}
1 1

P = y]LIExl 6
En otro caso

Variable discreta vs Variable continua.

fG) = Pi

Variable discreta

&)= Pt

Variable continua

f = funcién de probabilidad

Condicidon de Normalidad

ZP;‘:l

ek} } Variable discreta

[, o

Variable continua

Condicién: El espacio de eventos debe ser & = algebra.
Ex(E ExEje E Ex nE; E.VE
TECNICA MONTECARLO
Requisitos:
® @
® 1. Gen
® erar puntos uniformes.
2. Mar
@
® carlos con un criterio dentro y fuera.
1
® . b-h f5) 1
@ Area 5 5 i
E=Q Con tiros aleatorios, se demuestra que la probabilidad
de caer dentro del area se aproxima al valor del area
!
T

El promedio no es necesariamente un representante de evento.
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TECNICA EVOLUTIVA

1)
erar una poblacién aleatoria con técnica Montecarlo.
2)
uas tu funcion de costo o de aptitud (fitness).
3)
ccionas apropiadamente.
4)
binar pobladores (o agregar hasta que te convenga).

Gen

Eval

Sele

Com

Proceso Estocdstico. Tiene un limite superior. Ley de los grandes nimeros: 30 exp. (orientado).

Métodos de disminucidn garantizada.

Promedio Modal (esperanza).

M= Z(P[-]m

teky Probabilidad por el nimero de eventos (funcién discreta)

1
= f; F@&)-tdt _ ~
€Er Funcién continua [ =EU) T =E)

Funcién Generadora de Momentos
Mz() = E(exp(tx)

Ejemplo: Funcidn de distribucidn de Poisson.

&
-1 x e E-
Pz = {HE’ =
0

en ofro caso
La funcién de momentos de Poisson
Mz () = exp(ae™))

Explicacién:

HF.X’
ME(ﬂ =F Exp(fg__c)) = z exp(Ex)E. () = Z exp(txjﬁe"l

xEEy xEEy

[ Expn)*
- ()

exp(lexp(@)) =

Z (ﬂfﬂxp(ﬂ)

Especie conocida

_AL exp({t}“‘ﬂxj)
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= e'ﬂex“p(ﬂ,exp(t]} = exp(Alexp (@) — 1))

Otro ejemplo: Sea X una variable aleatoria, que pueda cambiarent at+Af parg At
pequeio.

LAt <1

Px(t + Af) = LmtE—1 + (1 _ Lﬂﬂﬂ}ﬂﬁ

i - T .
I'Fﬂt 0 Por esto (Ecuacion diferencial)

¢Qué distribucion de Probabilidad tiene x?

dP
37 = L1~ LR,

Sea F(s,t) la funcidn operador de momentos

F(s,t) = iﬂ&_l — LP)S* = L(‘i P,_, 5% —Z.E;s-*)

x=0

(£a]

- LL SP,_,5%1 - Z,E_;sw] = (si P,_,§%1— Z.ﬂ;sw)
=0

= L(SF(s. ) — F(s.8) = L(S — 1)F (5. £)

dF
7 @D =16 -1DFG1)

Introduccidn a los procesos Estocasticos

X Variable aleatoria de un proceso de Marcov.

0:Nublado
1:Despejado

Por observaciones se tiene:
Pogp Plrpyy =0k, =00=0.8 1| Py =1lx, =01=02 Py,

Pyy PCtesy =0, =1)=03 1] P, =1lx,=1)=07 P,,

Diagrama de transicién del sistema.
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P10=0.2
Poc?08 — P07
(o o

‘1\-/

P01=D.3
Entonces el limite estocastico, sin probabilidad condicional
y_Jos 03 (in)z P (fj)
{P”} - [U.Z 0.7 1 { U} 1
Entonces, se tienen las ecuaciones:

B, = 0.8F, + 0.3F,

P, = 0.2B, + 0.7F,

E+E =1
Resolviendo:
3

Pll = E



