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Resumo: Una nueva versiéon modificada de un algoritmo numérico y paralelo para resolver el problema de
satisfaccién 1égica con cldusulas en forma conjuntiva normalizada es descrito. La forma de resolver el problema
es sin usar algebra, ni estrategias de buisqueda computacionales como ramificacién limitada, bisqueda adelante
y atras, representacién por arboles, etc. El método se basa en una clase especial de problemas de satisfaccién
l6gica, problema simple de satisfaccion légica. El disefio del principal algoritmo incluye ejecucion paralela,
orientacién a objetos y terminacién abrupta, como en la versién anterior, pero en esta versién se incluye guardar
informacién de los casos fallidos resultado de la ejecucién en paralelo para mejorar la eficiencia y favorecer la
terminacién abrupta. El resultado es un algoritmo lineal con respecto al nimero de clausulas més un proceso
de datos sobre las soluciones parciales de sub problemas simples de satisfaccién 1égica y con limite 2", donde n
es el nimero de variables logicas. La novedad de la solucién es un algoritmo lineal, cuya complejidad es menor
o igual que la complejidad de los algoritmos del estado del arte. La implicacién para la clase NP es presentada
en detalle

Abstract: A novel modified numerical parallel algorithm for solving the classical Decision Boolean Satisfiability
problem with clauses in conjunctive normal form is depicted. The approach for solving SAT is without using
algebra or other computational search strategies such as branch and bound, back-forward, tree representation,
etc. The method is based on the special class of problems, Simple Decision Boolean Satisfiability problem. The
design of the main algorithm includes parallel execution, object oriented, and short termination as the previous
versions but it keeps track of the parallel tested unsatisfactory binary values to improve the efficiency and to
favor short termination. The resulting algorithm is linear with respect to the number of clauses plus a process
data on the partial solutions of the Simple Decision Boolean Satisfiability problems and it is bounded by 2n
iterations where n is the number of logical variables. The novelty for the solution is a linear algorithm, such
its complexity is less or equal than the algorithms of the state of the art. The implication for the class NP is
depicted in detail.
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nario by,_1bp_s . ..b1bg donde los b; son los digitos de
b.

1. Introduccion

El problema SAT consiste en determinar cuando

La modelacién para la resolucion del problema de
satisfaccién légica (SAT) se base en el concepto de re-
duccién (ver[Barl0], capitulo 6). Este termino signi-
fica la habilidad de resolver un problema complicado
mediante la resolucion de problemas mas simples. El
algoritmo de este trabajo es resultado de aplicar a un
problema SAT una reduccién a subproblemas llamados
simple SAT (SSAT).

La notacién y convenciones para férmulas logicas
son: los valores légicos son 0 (falso) y 1 (verdade-
ro). Los operadores 16gicos son not: T; and: A, y or:
V. De aqui en adelante, ) = {0,1} es el correspon-
diente alfabeto binario y X es el conjunto de n va-
riables {,_1,...,Z0}. Una cadena binaria w € X"
es identificada con un ntumero binario en [0,2" — 1]
y reciprocamente. Ademés a una cldusula CNF, por
ejemplo x,—1 V Tp_2 V ...T1 V g le corresponde la
cadena binaria b=10...01= b,_1b,_5...b1by donde
bi _ si Z;,

0 - , .
{1 de otra forma. Note que b es el niimero bi-

una férmula ldgica ¢, sin perdida de generalidad en
forma conjuntiva normalizada (CNF), pertenece o no
pertenece al lenguaje SAT (L(SAT)), donde L(SAT)=
{¢| ¢ es una férmula légica para la existen valores boo-
leanos que la satisfacen} o equivalentemente, existe un
testigo w € {0,1}™ tal que p(w) = 1 donde n es el
nimero de variables légicas de . La principal carac-
teristica de los problemas SAT es que sus cldusulas pue-
den usar n o0 menos variables. La principal caracteristi-
ca de los problemas SSAT es que todas sus cldusulas
usan n variables. Ambos problemas pueden tener mu-
chas cldusulas repetidas y en desorden, i.e., con sus
variables en clausulas alejadas.

El que se limite el problema SAT a que las férmu-
las ¢ tengan cldusulas en CNF esta justificada por
la equivalencia légica entre férmulas logicas y la am-
plia literatura. Mencionar un algoritmo para resol-
ver el problema SAT es inmediatamente relaciona-
do con la famosa clase de problemas computacionales



NP y sus algoritmos [Pud98,ZMMMO01,ZM02,Tov84],
[Woe03,For09,GSTS07].

Los problemas clasicos estan descritos como la sa-
tisfaccion de férmulas (k,n), mds propiamente CNF
(k,n)-satisfiability o (k,n)-SAT donde n es el nume-
ro de variables, las clausulas usan k variables y n > k.
Por ejemplo, con n = 7 una férmula de (3,7)-SAT es
($2 V Ty \/.136) A (fo ViV .232) AN (fl V 3 \/54).

El algoritmo del articulo es para cualquier tipo de
SAT, esto significa que las clausulas estdn en CNF con
una o a lo més n variables . Por ejemplo, con n = 8, una
férmula arbitraria de SAT es (x4 VT5 V 27) A(T2 V Ty)
A (o VTV a2) A (21 VT3V g VTs). Este algoritmo
es una version mejorada del algoritmo especial parale-
lo para resolver cualquier tipo de SAT sin usar alge-
bra [Barl6c,Barl6a).

Un resumen de los resultados anteriores de
[Barl6c,Barl6b,Barl6a] es:

1. El espacio de soluciones (o espacio de bisqueda o
espacio de las posibles asignaciones satisfactorias)
es M.

2. Se determina con complejidad O(1) que una férmu-
la SSAT con n variables y m cldusulas pertenece a
L(SAT) (sin necesidad de testigo). La comparacién
de m versus 2" es una condicién suficiente para
responder si pertenece o no pertenece a L(SAT)sin
necesidad de maés iteraciones o procesos o testigo.

3. Una férmula SSAT no es satisfecha cuando tiene
m = 2" clausulas diferentes. Estos casos especia-
les de SSAT son denominados tableros bloqueados.

T1|Zo

00

Por ejemplo, en X y en X?: 111

0] [0]1

110

4. Si b € X" corresponde a la negacién de la tra-
duccién a cadena binaria de una clausula de una
férmula SSAT ¢ entonces es seguro que b no es una
asignacién satisfactoria para .

5. Algoritmos basados en SSAT para resolver proble-
mas SAT son computables y no requieren procedi-
mientos computacionales de clasificacién y relacién
(matching) o de exploracién de redes o drboles o
de procedimientos de algebra.

Los cambios con respecto a la version anterior
en [Barl6a] son:

Cooperacion. Los algoritmos de busqueda deter-
ministica 5 y de bisqueda aleatoria 7, comparten
con un nuevo algoritmo 2, el registro de los can-
didatos fallidos, el cual busca secuencialmente una
asignacién satisfactoria.

Paralelismo Intensivo. El algoritmo de bisqueda
aleatoria puede ejecutar paralelamente en 2P pro-
cesadores pruebas de candidatos (algoritmo 6).

El articulo estd organizado como sigue: La sec-
tion 2 describe un resumen de propiedades y pro-
posiciones en las que se base el algoritmo parale-
lo para resolver SAT (mds informacién se tiene en

[Barl6c,Barl6b,Barl6a)). La siguiente seccién 3 con-
tiene aspectos del diseno, propiedades y las rutinas del
algoritmo paralelo. La seccion 4 describe en detalle el
analisis de complejidad y computabilidad de esta ver-
siéon modificada. Es necesario volver a analizar la com-
plejidad y la computabilidad, ya que los cambios en
las rutinas pueden crear desde un incremento no es-
perado en el nimero de iteraciones o que el algoritmo
sea no computable, i.e., no resuelva el problema. Por
ejemplo seria un error incluir un ciclo de bisqueda de
candidatos viables cuando el niimero de asignaciones
satisfactorias es pequeno, ya que esto trae un consumo
de iteraciones al desestimar la gran mayoria de posibles
asignaciones satisfactorias en la busqueda de un can-
didato viable. Esta seccién destaca que el diseno con
cooperacién y con minima interaccion en el registro de
los candidatos fallidos no altera el funcionamiento y
preserva la complejidad y eficiencia de la versién an-
terior. La siguiente seccion 5 presenta los resultados.
En particular la subseccién 5.1 describe los resulta-
dos tedricos y las consecuencias que tiene el algoritmo
paralelo para SAT en los algoritmos de la clase NP. Fi-
nalmente, la ultima seccién presenta las conclusiones y
trabajo futuro.

2. Propiedades de SAT

Por razones de espacio pero para facilitar la clari-
dad se muestran en esta seccion las principales propie-
dades y proposiciones sin demostracion. Toda la infor-
macién usada en la construccion del algoritmo paralelo
se tiene en [Barl6c,Barl6b,Barl6a).

Proposicion 1. Cualesquiera cldusula CNF x sobre
las variables (xp—1, ..., To) le corresponde un nimero
binario b = b,_1b,, ... by. Entonces x(b) =1 yz(b) =0
donde b es la traduccion de la cldusula CNF x y los va-
lores de las variables de x se toman de las cadenas b y
b de ™. Por ejemplo, x = (xo5VT1 V1) le corresponde
b =101 y b = 010, entonces z(b) = (1VOV1) =1y
z(b)=(0vIVv0)=0.

La siguiente proposicion es esencial para justificar
el no usar algebra o procedimientos computacionales
complejos, por ejemplo de clasificacion, bisqueda, re-
lacién y factorizacion, simplificacién o expansion.

Proposicion 2. Sea F una formula [dgica vy

v una wvariable, que mno estd en F. FEntonces
_ (Fvv)
(F)= A (Fvw)
(mg V To V .130)

Por ejemplo, p3 = es equi-

A (1‘2 Vxi1 V fo)
valente por la proposicién anterior con
(33‘3 VZoVz1 V 1‘0)
A(x3 VT2V T V)
A (fE3 Vxg V21 V To)
A (T3 Vg V a1 V Tp).

Mediante factorizaciones y simplificaciones, se pue-
den mostrar que 3 tiene asignaciones satisfactorias
que necesitan 3 = 1 y 7 = 1. Mientras que ¢4
tiene como asignaciones satisfactorias a {1010, 1011,

P4 =



1110, 1111}. Pero ambas se corresponden. Este pe-
queno ejemplo puede ser verificado realizando el alge-
bra de las leyes de factorizacion y distribucién, con el
ordenamiento de clausulas para la identificacién de las
variables o valores comunes, lo cual requiere de ordenar
y relacionar, lo cual es mas costoso que la lectura de las
clausulas que es la operaciéon que realiza el algoritmo
de buisqueda deterministica 5 del algoritmo paralelo 8.

Por otro lado, una revisién de los algoritmos del es-
tado del arte para resolver SAT muestra que ellos usan
procedimientos computacionales sofisticados y com-
plejos, requieren por ejemplo, ramificacion y limite
(branch and bound), retroceso (backtracking), orde-
namiento y relacién (sorting and matching), etc. Esto
significa mayor numero de iteraciones que las que se
requieren para una lectura de las clausulas.

3. Algoritmos para SAT

El primer algoritmo es para una funcién de 2% en
[0,2™ — 1] que bijectivamente relaciona un conjunto de

variables con un unico nimero para la identificacién
de subproblemas SSAT.

Algoritmo 1 Id_SSAT

Entrada: x = {xy,...,x1,20}: conjunto de variables
indezadas en [0,n] y en orden descendente.

Salida: ix: valor entero;

// nimero de identificacion en [0,2™ — 1] para los in-
dices del conjunto x.

Memoria: base: entero; v,t: (k+1)-ada de valores en-
teros de indices interpretados como digitos de la base

numérica n con los valores {n —1,n—2,...,1,0}
iz = 0;
k=lz|; // || cardinalidad de un conjunto.

st k igual 0 entonces
salida: “ix”;
regresar;
fin si
base = 0;
itera j = 0,k — 1 hacer
base = base + (?), // () coeficiente binomial
fin itera
construir v = {vg,...,vo}; // conjunto de variables
con los menores indices en orden descendente de ta-
mano k + 1
mientras (indices(z) < (indices(v)) hacer.
t = v;
repite
t = incrementa(t,1);
// incrementa en uno los indices de t como
un numero en base n
st indices(t) diferentes y en orden
descendente entonces
sal del ciclo //t es un conjunto cuyos
indices son diferentes y en orden
descendente

fin st

hasta falso;
v=t;
1T =1r + 1;

fin mientras // el ciclo termina cuando encuentra el
indice del conjunto dado

salida: “base +ix”;

Tegresar;

Los siguientes algoritmos son las versiones modifi-
cadas de [Barl6a] que incluyen cooperacién y minima
interaccion para el registro de los candidatos fallidos y
la posibilidad de paralelismo intensivo en la rutina de
buisqueda aleatoria 7 modificada apropiadamente.

Algoritmo 2 Actualizar_cand_fallido

Entrada: n : nimero de variables y ¢ formula del
problema;

Recepcion de mensajes c: nuimero € X" ;

Hacer: get_in(c, L_C); //se recibe en la lista L_C
Salida: nada o mensaje y terminacion abrupta.
Memoria:

L_c : Lista de nimeros binarios;

n_cand:= 2" : entero;

L_cand_stat[0,2" '] := 1: arreglo de valores en X,
doblemente encadenado para manejarlo como una lista
circular; // 1: viable, 0: no satisface ¢

next:=0: entero // apuntador a lista L_cand_stat;

mientras (1) do
mientras not empty (L_c) do
¢ = get_out( L_c);

st (L_cand_stalc] == 0) entonces

// nada que hacer ya fue actualizado
continuar;

fin st

L_cand_stalc] :== 0;
Actualizar_lista_circular(L_cand_sta, ¢, next);
n_cand := n_cand - 1;
st (n_cand == 0) entonces
Salida: “El algoritmo 2 confirma que
© ¢IL(SAT) después de revisar X™.”;
alto total;
fin si
fin mientras
st (n_cand > 0) entonces
c = next;
st (p(c) == 1) entonces
Salida: “El algoritmo 2 confirma que
 €L(SAT),
c es una asignacion satisfactoria.”;
alto total;
fin st
L_cand_sta[c] := 0;
Actualizar_lista_circular(L_cand_sta, ¢, next);
n_cand := n_cand - 1;
st (n_cand == 0) entonces
Salida: “El algoritmo 2 confirma que
© ¢L(SAT) después de revisar X™.”;
alto total;



fin st
fin mientras
regresa

El algoritmo 2 estd disenado para ejecutar en su
propio procesador con su memoria exclusiva y comu-
nicarse con los otros por medio de mensajes que se
procesan por medio de una lista. Cada que termina de
procesar mensajes, prueba un candidato para termina-
cién abrupta o continuar. La comunicacién no necesita
ser segura o con garantia de no perdida de mensajes.
Interactiia en forma minima sin detener a otros pro-
cesos porque se ejecuta en procesador propio que ma-
neja su memoria en forma independiente y exclusiva.
La perdida de mensajes no es relevante, pero si lo es
la actualizacién en forma exclusiva de la lista circular
L_cand_sta y el contador n_cand, ya que esto garantiza
que la condicién (n_cand == 0) se cumple después de
revisar todo 2™ aun con perdida de mensajes o candi-
datos no satisfactorios repetidos.

Note que el algoritmo 2 no usa memoria dindmi-
ca, i.e., no realiza pedidos de memoria o corrimien-
tos de datos, sino que usa un arreglo con apuntadores
de valores enteros para encadenar las asignaciones que
aun pueden ser satisfactorias cuando se ejecuta Actua-
lizar_lista_circular.

La siguiente rutina completa con valores aleatorios
de X una asignacién de una cldusula traducida con
menos de n variables.

Algoritmo 3 Numerosn
Entrada: (rw: conjunto de valores enteros que iden-
tifican las variables de una cldusula, rv: conjunto de
valores de X de cada variable légica identificada en
rw)
Salida: (kx: cadena de X™).
Memoria:

1 : entero;

itera :=n — 1 decrementa 0 hacer
st (1 € rw ) entonces

kxli] := valor de rv de la variable i;
de otra forma
kx[i] := seleccion aleatoria en X;
fin st
fin itera

regresa ks ;

Algoritmo 4 Actualizar_.SSAT

Entrada: (SSAT: Lista de objetos, rw: cldusula).
Salida: SSAT: Lista actualizado de los objetos SSAT,
particularmente el Id_SSAT(r).

Cada SSAT(Id_SSAT(r)) actualiza su lista de solucio-
nes S, donde S[0 : 2" es una lista circular en un
arreglo doblemente encadenado de enteros;
Memoria: ct := 0 : entero; k, k_aux: entero;

st ( 1d_SSAT(rw) ¢ SSAT) entonces
construir objeto SSAT(Id_SSAT(rw));
fin st
con SSAT(1d_SSAT(rw))
k := cldusula a binario (rw);
k_aux := k;
st (size(k) < ¢.n) entonces
k_auz := Nimerosn (set_of-variables(rw), k);
// Algoritmo 3

fin si

st (¢(k_auz) == 1) entonces
Salida: “El algoritmo 4 confirma que
 €L(SAT),
k_auz es una asignacion satisfactoria.”;
alto total;

de otra forma
Actualizar_cand_fallido (k_auz); // Algoritmo 2
fin si
st (size(k) == ¢.n)
Actualizar_lista_circular(S,k, ct);
// Actualiza la lista circular y el contador ct
st (ct = 2") entonces
output: “ El algoritmo 4 confirma que
© ¢L(SAT).
SSAT(1d_-SSAT(rw))
es un tablero bloqueado.”;
alto total;
fin st
// k de tamario n no satisface .
// Ver proposicion 1.
Actualizar_cand_fallido(k); // Algoritmo 2
fin st
Actualizar_lista_circular(S,k, ct);
// Actualiza la lista circular y el contador ct
st (ct = 2™) entonces
output: “ El algoritmo 4 confirma que
© ¢L(SAT).
SSAT(Id_SSAT(rw))

es un tablero bloqueado.”;

alto total;
fin st
fin con
regresa
En la versibn anterior del algoritmo 4

(ver [Barl6a,Barl6b]) se muestra que no usa memoria
dindmica y que con apuntadores de niimeros enteros se
construye el espacio de las asignaciones satisfactorias
en una lista circular. Aqui se omite la actualizacién
y manejo de los apuntadores, en su lugar aparece un
llamado a Actualizar_lista_circular.

Algoritmo 5 Busqueda determinista para resolver
s €L(SAT)?
Entrada: n :
problema.
Salida: Mensaje y si hay solucion el testigo x, tal que
o(x) =1.

Memoria:

numero de variables y ¢ formula del



r: conjunto de variables de X;
SSAT:=null: Lista de objetos SSAT.

Memoria: T[0 : 2771 — 1]=[0
Mi=2" — 1: entero; rdm,a: entero.

2" — 1]: entero;

mientras not(eof_clauses(p));
r = p.read-clause;
Actualizar_SSAT( SSAT,r). // Algoritmo 4
fin mientras;
con lista SSAT
// X0 es producto cruz y junta natural
calcula © = x0 ¥V SSAT(Id_SSAT(r));
st © = ) entonces
Salida: “El algoritmo 5 confirma que
© ¢LL(SAT).
Los SSAT(1d_SSAT(r))
son incompatibles.”
alto total;
de otra forma
Salida: “El algoritmo 5 confirma que
© €EL(SAT).
s es una asignacion satisfactoria, s € 6.
Los SSAT(1d_SSAT(r))
son compatibles.
alto total;
fin con

fin st

Algoritmo 6 Probar_¢(+)

// Evalua un candidato y actualiza candidatos fallidos.
Entrada: c: cadena de X™.

Salida: none.

st (p(c) == 1) entonces
Salida: “Los algoritmos 6 y 7 confirman que
¢ €L(SAT).
c es una asignacion satisfactoria.”;
alto total;
de otra forma
Actualizar_cand_fallido(c); // Algoritmo 2
fin st

regresa

El siguiente algoritmo realiza una busqueda alea-
toria cuyos candidatos son seleccionados arbitraria-
mente de X™ (identificados como nimeros binarios de
[0,2™ — 1]). Para mantenerlo eficiente se considera: 1)
que la busqueda aleatoria sea sobre una permutacién
aleatoria del espacio de asignaciones [0,2" — 1] y 2)
que la permutaciéon no implique un costo adicional de
iteraciones, ya que es posible realizarla al vuelo, i.e., al
mismo tiempo de la seleccién de candidatos.

Algoritmo 7 Bisqueda aleatoria en [0,2" — 1] para
resolver ;p €L(SAT)?

Entrada: n : numero de variables y ¢ formula del
problema.

Salida: Mensaje y si hay solucion, el testigo s (s €
[0,2™ —1]), tal que p(s) = 1.

itera i:=0 to 2" 1 — 2
st T[i] =i entonces
// seleccion aleatoria de rdm € [i+1,2"~t —1];
rdm = floor(rand() (Mi—1i+1,5)) + (i+1);
// rand(): nimero real aleatorio en (0,1);
// floor(z): entero menor que x

a = T[rdm];
Tlrdm] = Ti];
T[i] = a;

fin st

ejecucion en paralelo
// Concatenacion de 0 y Ti];
// Concatenacion de 1 y Ti];
Probar_p(0T'[i]) // Algoritmo 6;
Probar_p(1Ti]) // Algoritmo 6;
fin ejecucion en paralelo
fin itera
// caso final
ejecucion en paralelo
// Concatenacion de 0 y T[2" 1 —1];
// Concatenacion de 1 y T[2" 1 —1];
Probar_p(0T[2"~t —1]) // Algoritmo 6;
Probar_p(1T[2"~1 — 1)) // Algoritmo 6;
fin ejecucion en paralelo
Salida: “El algoritmo 7 confirma que ¢ ¢L(SAT)
después probar todas las cadenas de X™.7;
alto total;

En el diseno de la rutina anterior se obtuvo una dis-
minuciéon de las iteraciones al tomar de dos en dos los
2™ candidatos y paralizar la evaluacién de ¢(-), por lo
que el limite superior de iteraciones es 2" ~'. El ntimero
de posibles candidatos no se altera, son los 2™ de X"

La disminucién en tiempo es bajo la suposicion de
que las 2P evaluaciones de ¢(+) son simultaneas en pro-
cesadores independientes. Para 2! procesadores se tie-
ne %—T = 27~! Es posible disminuir el tiempo, i.e.,
recorrer mas rapido el espacio de las asignaciones X",
por ejemplo, con 4 (2%) procesadores independientes,
las iteraciones son 3—2 = 2772 y los 4 candidatos si-
multaneos para probar son 00x,01z, 102 v 11x donde
x € [0,2"72—1]. Se elige un ntiimero 2” de procesadores
por la facilidad de dividir el espacio X™. Las modifi-
caciones apropiadas para que el algoritmo 7 se ejecute
en paralelo intensivamente corresponden a la reduccién
del espacio de asignaciones posibles y sus concatena-
ciones con las cadenas de XP. En general con 2P proce-
sadores independientes el limite superior de iteraciones
es %—: = 2"7P sin embargo esto no es necesariamente
una mejora del tiempo indisputable, la proposicién 8 lo
demuestra. Basicamente porque el niimero de procesa-
dores 2P no crece a la par de 2" si no muy por debajo
del nimero de variables de un posible problema SAT,
enorme y arbitrario, con n > 0 un gran numero.

Los algoritmos modificados 5 y 7 mantienen en su
diseno la terminacién abrupta cuando encuentran una
asignacion satisfactoria o cuando se determina que hay



un tablero bloqueado no importando el nimero de
clausulas o si estas se repiten o estdn desordenadas
o el nimero de variables del problema. Pero ademas
ellos cooperan con el algoritmo 2 enviando sus candi-
datos fallidos por mensajes, por lo que el espacio de
candidatos posibles que mantiene el algoritmo 2 decre-
ce més rapido por iteracién por aproximadamente el
factor 2P*1 (el nimero de mensajes que se le envian).

Algoritmo 8 Algoritmo paralelo para SAT
Entrada: n : nimero de variables y ¢ formula del
problema.

Salida: Mensaje que confirma si ¢ €L(SAT) o no.

ejecucion en paralelo
algoritmo 2(n, p);
algorithm 5(n, ¢);
algorithm 7(n, ¢);

fin ejecucion en paralelo

4. Anadlisis de la complejidad y de
la computabilidad del algoritmo
paralelo 8

Suponiendo que se tienen maquinas de Turing con
cinta de memoria infinita para ejecutar el algoritmo
paralelo se analizaran por separado:

1. El algoritmo 5 para la bisqueda deterministica y
su procesamiento de datos del operador x6.

2. El algoritmo 7 para busqueda aleatoria mediante
2P procesos en paralelo.

3. El algoritmo 2 que registra los candidatos fallidos
de los algoritmos 5 y 7 y busca secuencialmente un
candidato satisfactorio.

Proposiciéon 3. FEl algoritmo 5 para la busqueda de-
terministica y su procesamiento de datos del operador
X0 es computable y sus iteraciones estdn limitadas por
m (ndmero de cldusulas de @) mds las iteraciones del
operador X 6.

Demostracion. FEste algoritmo ejecuta los algorit-
mos 1, 4 y 3, que se pueden realizar por Maquinas de
Turing sencillas para sumar, multiplicar, copiar, iden-
tificar, rellenar y cuya ejecucion antes del operador
x O solo se detiene cuando al evaluar ¢(-) se encuen-
tra una asignacion satisfactoria o cuando se identifica
un tablero bloqueado. Cuando una cldusula de tamano
n no es satisfactoria, se descartan dos candidatos (k y
(k)), de otra forma solo se descarta uno, el complemen-
tario de la cldusula (ver proposicion 1). Los mensajes
de los casos fallidos que le envia al algoritmo 2 no cau-
san retraso o la detencion de este algoritmo porque se
envian sin protocolo de comunicacion de verificacion
de envio y recepcion. Si no se detiene al terminar de
leer las clausulas de ¢, el algoritmo 4 construyo las
asignaciones satisfactorias o soluciones de subproble-
mas SSAT que deben ser conciliadas mediante el ope-
rador X @ para las n variables de ¢. El operador x ©

funciona igual que los operadores de bases de datos re-
lacionales producto cruz y junta natural. Para los con-
juntos de variables v y ' y las asignaciones satisfac-
torias SSAT(-).S, se tiene que SSAT(Id_SSAT(r)) x 0
SSAT(Id,SSATér’)) =
1. sirNr’ = entonces
SSAT(Id_SSAT(r)).S x SSAT(Id_SSAT(r")).S.
2.8t r N7 # 0 y hay valores comunes entre
SSAT(Id_SSAT(r)).S y SSAT(Id_SSAT(r")).S
para las variables en r N1’ entonces
SSAT(Id_SSAT(r)).S 0~ SSAT(Id_SSAT(r")).S
3. sirNr' # 0 y no hay valores comunes entre
SSAT(Id_SSAT(r)).S y SSAT(Id_-SSAT(r")).S

para las variables en r Nr' entonces (.

Las soluciones de SSAT(-).S de los casos 1) y 2)
son compatibles y existe una asignacion satisfactoria.
Para el caso 3) las soluciones de los SSAT(-).S son
incompatibles, no hay asignacion satisfactoria ya que
el resultado del operador x © es el conjunto vacio. Las
iteraciones que realiza este algoritmo son proporciona-

les al numero de cldusulas de ¢ y al calculo del opera-
dor x 6.

El algoritmo 5 se comporta como un compilador de
una pasada con terminacién abrupta y sélo requiere
inspeccionar las clausulas del ¢. A continuacién se dan
ejemplos de los casos del operador x 6.

De 1) p5 =SAT(4,5) con (x3VT2)A(z3Va2)A(T3V
o)A (T1VTo)A (21 V). Tiene un SSAT(2,3) de las 3
primeras clausulas, con soluciones x3 = 1,5 = 1. Tie-
ne un SSAT(2, 2) de sus ultimas dos cldusulas con solu-
ciones {(z1,z0)]| (0,1)V(1,0)}. Entonces las asignacio-
nes satisfactorias para @5 son {(1,1)} x {(0,1),(1,0)}
= {(9337 T2, 1, xO) ‘ (17 17 07 ]-) v (1a 17 17 O)}

De 2) pg =SAT(4,5) = (w3 V T2) A (T3 V Ta2) A
(T3 V 22) A (22 VT Vo) A (2 V 21 V Tp). Tiene un
SSAT(2,3) de sus tres primeras cldusulas con solucio-
nes {(x3,z2)|(0,0)}. Tiene un SSAT(3,2) de sus 2 1lti-
mas cldusulas con soluciones {(x2,z1,20)]|(1,0,0) V
(1,0,1) v (1,1,0) v (1,1,1) Vv (0,0,0) V (0,1,1)}. En-
tonces g €L(SAT), porqué hay asignaciones sa-
tisfactorias para el valor comin 0 de la variable
comun 3. Las asignaciones satisfactorias de g son
{(Ig, o, T, Io) | (0, 0, O7 0) \% (O, 0, 1, 1)}

De 3) p7 =SAT(4,7) = (w3 V T2) A (T3 V Ta2) A
(fg \/II?Q) N ((EQ V \/fo) AN (.’EQ V T \/xo) AN (.’Kg ViV
To) A (22 V1 V 2o). Tiene un SSAT(2,3) de sus 3 pri-
meras cldusulas con soluciones {(z3,z2) | (0,0)}. Tiene
un SSAT(3,4) de sus 4 tltimas cldusulas con soluciones
{(z2,z1,20)](1,0,0)V(1,0,1)V(1,1,0)v(1,1,1)}. En-
tonces @7 ¢L(SAT), porqué no hay valor comuin para
la variable comun xs.

Proposicion 4. FEl algoritmo 7 para la bisqueda alea-
toria de la solucion de SAT es computable y sus ite-
raciones estan limitadas por 2" P cuando se usan 2P
procesadores independientes para el algoritmo 6.

Demostracion. FEste algoritmo ejecuta instrucciones
faciles de realizar por medio de maquinas de Turing
apropiadas: gemeracion de numeros naturales e iden-
tificacion. El punto crucial es la paralelizacion del al-
goritmo probar 6 que realiza la prueba de candidatos



o(c) == 1 cuyo efecto en caso de cumplirse es el de
terminar abruptamente todo porque se tiene una asig-
nacion satisfactoria. Y en otro caso no hay causas para
aumentar el tiempo de ejecucion o de detener su pro-
ceso al enviar el candidato fallido al algoritmo 2, ya
que esto se realiza sin protocolo de comunicacion y ve-
rificacion de envio y recepcion. El efecto de tener 2P

procesadores es el dividir el espacio de asignaciones de

X", 0 sea, 2 = 2nP,

» 2P

Es importante notar que la aleatoriedad de la selec-
cién de candidatos del intervalo [0,2" P — 1] se pierde
con p grande porque corresponde a cadenas en orden,
por ejemplo, para p = 2, se tiene 00,01, 10,11 de los p
bit que completan a n. Este algoritmo proporciona en
una iteracién en paralelo 2P candidatos.

Proposicion 5. FEl algoritmo 2 que registra a los can-
didatos fallidos es computable y sus iteraciones estdn
limitadas por 2.

Demostracion. Este algoritmo ejecuta instrucciones
faciles de realizar por medio de maquinas de Turing
apropiadas: generacion de numeros naturales, identifi-
cacion y simulacion de una cola de servicio. Salvo por
la parte de recepcion de mensajes su cuerpo es simi-
lar al del algoritmo de bisqueda aleatoria pero sin la
permutacion. Este toma en orden secuencial los candi-
datos de su lista circular de registro de candidatos que
no han sido marcados como fallidos. Cuando verifica
o(c) = 1 termina abruptamente porque se tiene una
asignacion satisfactoria. No hay causas para aumentar
el tiempo de ejecucion o de detener su proceso al recibir
candidatos fallidos de los otros algoritmos porque esto
se realiza sin protocolo de comunicacion y verificacion
de envio y recepcion. Ademdas el ciclo de atencion a la
cola de mensajes es siempre finito. Si este algoritmo
no recibiera ningun candidato fallido entonces revisa
todo el espacio de asignaciones de X™ lo que le toma
2™ iteraciones.

Proposiciéon 6. El algoritmo paralelo 8 es compu-
table y su complejidad esta limitada superiormente por
2™ iteraciones.

Demostracion. FEl resultado se sigue de las proposicio-
nes anteriores para los algoritmos 2, 5 y 7.

Para cualquier problema SAT, el algoritmo parale-
lo 8 contempla dos unicas respuestas: 1) ¢ € L(SAT),
porqué existe x € X tal que p(x) =1, 0 2) ¢ ¢ L(SAT),
porqué no existe x € X" que satisface p(-).

El algoritmo determinista 5 contempla dos situa-
ctones de terminacion abrupta que no requieren la ins-
peccion de todas las cldusulas: 1) encontrar un tablero
bloqueado, es decir, un subproblema SAT sin solucion
y 2) encontrar una cldusula cuya traduccion a bina-
rio sea un arreglo de valores de X que satisface SAT.
Cuando esto no pasa, se realizo una revision de to-
das sus cldusulas y se requiere ejecutar la operacion
X @ para conciliar las soluciones de los subproblemas
SSAT. La operacién x © no necesita construir todas
las asignaciones satisfactorias, solo se requiere una.

El algoritmo 7 cuando se paraleliza con 2P procesa-
dores explora X" en 2"~P iteraciones. Pero con p < n
para un problema SAT enorme, se tiene que 2" P ~ 2",

Bagjo tales consideraciones, al algoritmo paralelo 8
le toma un tiempo proporcional al tamano del proble-
ma SAT mds el costo de la operacion x © pero en el
peor de los casos, es decir, cuando no se produce una
terminacion abrupta, los algoritmos 2 y 7 exploran X™
en a lo mas 2" iteraciones.

La probabilidad de encontrar una asignacién satis-
factoria después de k candidatos fallidos es
s

Ps.k) = 5

El divisor exponencial 2" (que corresponde al
ntimero de combinaciones de X™) ocasiona un decai-
miento muy rapido como se muestra en la figura 1 don-
de k =2"—2, k£ =500,000 y k = 1. Esto significa que
cuando n > 0 es un enorme ntumero, entonces solamen-
te después de intentar un nidmero similarmente grande
k = 2™ — 2 de candidatos diferentes la probabilidad
crece a 0,5. Mientras que para un nimero razonable de
pruebas k < 2™ de candidatos diferentes, la probabili-

dad permanece insignificante, i.e., P(1,k) ~ 2% ~ 0.
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k = 500,000 k=1

Figural. P(s,k) donde s es el nimero de asignaciones
satisfactorias y k es el nimero de candidatos fallidos

Proposiciéon 7. Para cualquier problema SAT se
cumple: Pa(k,s) < Ps(k,s) < Pz(k,s)

donde P;(k, s) es la probabilidad obtener la solucién
(s es el nimero de soluciones o asignaciones satisfac-
torias) del algoritmo i después de k iteraciones.

Demostracion. Por cdlculo directo, la probabilidad del
algoritmo 5 de biusqueda deterministica es:

s
2n — &

Para el algoritmo 7 de biusqueda aleatoria con 2P
procesadores en paralelo es:

P(Sa k) =

S

P(s, k) = o Jor



Y finalmente para el algoritmo 2 que actualiza los
candidatos es aproximadamente (puede ser menor por
mensajes perdidos o por los casos fallidos y repetidos
que le envien los algoritmos 5y 7):

S
Pk~ oo

Se denomina problema SAT extremo a un problema
SAT con n > 0 variables, donde sus cldusulas usan co-
mo maximo n variables, las cldusulas podrian repetirse
y en desorden, pero la caracteristica mas importante es
que un problema extremo tiene una o ninguna solucién.
Significa en el caso de una solucién que la probabilidad
de encontrar la soluciéon es 2% y para ninguna solucién
es 0. Por lo tanto, para una serie de M > 0 problemas
SAT extremos, el valor esperado para solucionarlo es
casi 0.

Proposicion 8. Para un problema SAT extremo con
n > 0 un ndmero enorme de variables logicas. Enton-
ces el algoritmo 8 y sus algoritmos 2, 5y 7 requieren
de alrededor 2™ iteraciones y no mejoran la eficiencia.

Demostracion. El algoritmo paralelo 8 tiene como
complejidad el minimo numero de iteraciones de los
algoritmos 2, 5y 7.

Por la proposicion 7 y al tener 2P procesadores el
algoritmo con mayor probabilidad de resolver el proble-
ma es el algoritmo 2.

Después de k iteraciones se tiene una exploracion
de 2™ — k(2P + 2) candidatos y no se ha encontrado
la asignacion satisfactoria porque al ser n un niume-
ro muy grande y el problema SAT extremo, el termino
k(2P + 2) es pequeno ya que, 2P es el nimero de pro-
cesadores en paralelo que es pequerio contra 2™ y k el
numero de iteraciones que es mucho menor a 2". Asi
para un problema extremo se tiene que 2™ — k(2P +2) =
2™. Por otro lado, el algoritmo 7 con 2P procesadores
realiza la exploracion de X™ en 2™ P iteraciones, pero
como p K n, las iteraciones que realiza son aprorima-
damente 2™.

Lo cual significa que la probabilidad de resolverlo
se mantiene inalterada y casi nula P(s, k) = 575 =
P(s,k) = 5= ~ 0 para k y 2P pequenos comparados con
2™ donde |s| < 1.

Ademds para el caso s = 0 la unica forma de co-
nocer que no existe una asignacion satisfactoria es ex-
plorando todo X™ por lo que no hay forma de mejorar
la eficiencia.

5. Resultados

Cualquiera de las formulaciones (r, 1)-SAT o (r, 2)-
SAT o (r,7)-SAT se resuelve mediante el algoritmo 8
en tiempo lineal con respecto al nimero de clausu-
las de . Por lo tanto, su eficiencia es menor o
igual que los algoritmos para SAT del estado del ar-
te [Pud98,ZMMMO1,ZM02, Tovsd].

5.1. Implicaciones del algoritmo paralelo para

SAT y los problemas NP

En esta apartado se analiza la clase NP como en
matematicas se analiza la incompletud de la clase de
los ntimeros racionales para resolver ciertos problemas
geométricos. La clase de los nimeros racionales no es
suficiente para resolver la distancia de la diagonal de
un tridngulo rectangular de lados 1, ya que la diago-
nal es de tamafo v/2, que no es un nimero racional.
Una demostracién para verificar que v/2 no es racio-
nal, es por contradiccién, suponiendo que /2 = % es
un numero racional y que se puede factorizar de forma
univoca por la divisién de dos enteros sin factores co-
munes, es decir p y ¢ se pueden identificar como primos
relativos. Al analizar la formula equivalente, 2 = g—z,
se obtiene la contradiccién que p y ¢ son pares y no
primos relativos.

Proposicion 9. No hay un algoritmo eficiente para
resolver un problema SAT extremo.

Demostracion. Supongamos que existe un algoritmo
eficiente para resolver cualquier problema SAT. Obvia-
mente, un problema SAT extremo debe ser resuelto por
tal algoritmo.

Se seleccionan dos personas, la persona niumero
uno define el problema SAT extremo con la libertad
de decidir una o ninguna solucion. La sequnda per-
sona tiene una computadora potente y cuenta con el
algoritmo eficiente.

¢ Cudnto tiempo le llevard a la sequnda persona re-
solver una serie de M problemas SAT extremos? Tiene
el algoritmo eficiente, por lo que tiene que dar las dos
respuestas posibles en corto tiempo. La asignacion de
valores satisfactorios o que no hay solucion.

Si el algoritmo eficiente falla, no importa el tiempo,
es inutil.

Por otro lado, por razones de argumentacion, su-
pongamos que la segunda persona con su poderosa
computadora y el eficiente algoritmo consigue la so-
lucion de una serie de M problemas SAT extremos en
un tiempo razonable. El valor de M debe ser un va-
lor grande y razonable para la percepcion humana pero
con M < 2™. Hay una contradiccion. Una sucesion
de M érxitos consecutivos de problemas SAT extremos
significa que la primera persona no decide libremente y
arbitrariamente los problemas SAT. El valor esperado
para solucionar honestamente una serie de M proble-
mas SAT extremos es 0.

Con colegas y estudiantes, propuse una argumen-
tacion alternativa. Una compania de loteria define su
boleto ganador por un problema SAT extremo. Cuan-
do los problemas SAT extremos tienen una solucién
dnica, nadie se queja. El boleto del ganador satisface a
todos porque, la verificacion se hace en tiempo eficien-
te, y hay un testigo, el boleto ganador. Pero, cuando
el problema SAT extremo no tiene solucién. No hay
ganador. Entonces es dificil de aceptar, porque con un



gran nimero n, se requiere de mucho tiempo para veri-
ficar que ninguno de los 2™ boletos satisface el proble-
ma SAT extremo. Y sin esta verificacion, el resultado
de que no haya ganador recae en la honestidad de la
compania de loteria.

Otro aspecto, es la linealidad del algoritmo con res-
pecto al nimero de clausulas SAT. Por supuesto, es li-
neal, pero ninguna persona o computadora puede res-
ponder a SAT sin revisar las clausulas del SAT. Por
otro lado, jcémo puede construirse un problema SAT
extremo si el nimero de sus clausulas es exponencial
y alrededor o superior a 2. Bueno, aqui tengo tres
posiciones: 1) es una hipdtesis, una suposicién tedrica
valida, como la de que /2 es racional y factorizable
univocamente mediante primos relativos; 2) los avan-
ces en la investigaciéon de nanotecnologia, clusters de
moléculas y estructuras cristalinas pronto proporcio-
naran circuitos electronicos capaces y complejos como
SAT extremos, y 3) se puede realizar un experimento
préctico utilizando la equivalencia légica entre CNF y
DNF (Forma normal disyuntiva). Un problema SAT
extremo en DNF es el conjunto vacio de cldusulas o un
ntimero binario como una cldusula DNF. Por ejemplo
si la solucién unica de un problema SAT extremo es
001, entonces la cldusula DNF es (T2 A T A xg). Es
posible simular un SAT extremo con una permutacién
aleatoria al vuelo como la del algoritmo 7. Para el se-
gundo, un circuito funcionara, pero la revisién de todas
sus cldusulas como SAT extremo es la unica manera
de asegurarse de que funciona bajo la especificaciéon
de su diseno. Para el 1ltimo, hice el experimento de
la loterfa para un problema SAT extremo con colegas
y estudiantes, las personas persistentes después de se-
manas de preguntarme, jes este el nimero? se rinden,
a pesar de que les ofrezco un millon de délares como
motivaciéon para construir su algoritmo y derrotarme.

La consecuencia de la proposicién 9 para la clase
NP se demuestra en la siguiente proposicién.

Proposiciéon 10. Para cualquier problema en NP, no
existe algoritmo polinomial para resolverlo.

Demostracion. Se supone que existe un algoritmo efi-
ciente (polinomial) para resolver un problema de NP
llamado E. Por las propiedades bdsicas de los proble-
mas de la clase NP y dado que SAT es problema cldsico
de la clase NP, se asume que es posible construir un
algoritmo eficiente para traducir entre las diferentes
instancias de los problemas SAT y E y reciprocamen-
te. Entonces cualquier SAT dado, puede ser resuelto
en tiempo polinomial traduciéndolo y resolviéndolo en
E con el algoritmo eficiente de E. La complejidad de
todo este procedimiento es de tiempo polinomial. Pero,
esto contradice la proposicion 9. Por lo tanto, no existe
un algoritmo eficiente para ningin problema NP.

6. Conclusiones y trabajo futuro

El algoritmo paralelo modificado de este articulo
explora el uso de ejecucion en paralelo con 2P proce-

sadores independientes para mejorar el algoritmo pa-
ralelo sin dlgebra en [Barl6b,Barl6a]. Los resultados
principales son: 1) la complejidad lineal del algoritmo
paralelo modificado 8 y 2) sus implicaciones para re-
solver los problemas NP: proposiciones 9 y 10.

Es viable en el futuro extender el algoritmo 8 para
férmulas légicas que usen paréntesis anidados, los ope-
radores logicos =, < y combinaciones CNF y DNF.
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