Taller: Introduccion al Control Optimo en Ecuaciones Diferenciales
Parciales (sesiones 1 y 1)

Carlos Barron Romero

International Seminar on Applied Analysis Evolution Equations and Control
Notas del curso
A BRIEF INTRODUCTION ON THE OPTIMAL CONTROL OF
PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
Roland Glowinski
Workshop en Métodos Numéricos de Optimizacién y
de Control Optimo en PDE,
Guanajuato, 2006.

May-2011

1 Motivacion

De la abundante literatura, s6lo mencionamos para ecuaciones diferenciales parciales el libro [4] y de Control los
libros [1, 3]. Las notas se elaboraron a partir de las platicas [2].
El siguiente problema es un caso de una ecuacién parabdlica con tres componentes de fenémenos fisico-quimicos.

1. Adveccién. Es la variacién escalar en cada punto de un campo vectorial, por ejemplo el arrastre de contam-
inante en un medio.

2. Reaccién. Es la respuesta o reaccién del sistema, por ejemplo el proceso de cambio de calor de un sistema.

3. Difusién. Es el gradiente (cambio o transporte) de los componentes del sistema.

Ecuacién parabdlica de adveccion (V- Vo), reaccion(f (¢)) y difusién (V- (AVp)) en el tiempo que llamaremos
Sistema de la Ecuacién de Estado

% V. (AVp)+V -Ve+ f(p)=0enQ=Qx[0,7],
AVo-n=0en X =T x[0,7], . (SEE)
v (x,0) =po(z) z€Q

donde Q C R (d > 1, dimensién) es el dominio, una regién suave, con frontera I' = 99 suave, n representa
un vector unitario normal en I' (apuntando hacia fuera de §2), T' > 0 es el tiempo (incluso T = o0). La figura 1

d
muestra el dominio de (SEE). El producto interno - es el usual (a,b € R a-b= > aib;), A es una funcién
i=1

1=
tensor real (matriz de difusién), V : Q — R? es una funcién vectorial, f : R — R es una funcién real y ¢(z,t) es
la funcién del fenémeno que ocurre en Q.

Ademaés se asume que:

A(z)¢ - € > \f|2 ,V¢ € R? para casi todo z € Q

lo que significa que A es uniformemente definida positiva para casi todo = en 2.
Para la funcion vectorial V' se tiene:



Figure 1: Dominio del problema

V-V = 0 (libre de divergencia)
ov .
5 = 0 (constante en el tiempo)
V.n = 0onT

Veamos las razones por lo que un control es necesario.
Sea una funcién reaccién dada por

flp) =C—Ae?

donde C, A > 0 son constantes reales positivas.
Entonces la solucién de estado estable para tal f de

dp

22 =0 1
5 T (%) (1)
esta dada por
InC
vy
Note que ¢, es constante por lo que la ecuacién (1), sustituyendo ¢, se cumple (ya que f (¢s) = C — Xe¥s =
C— 'S =0).

Se supone que para t < 0, el sistema estuvo en su solucién estacionaria estable ¢ = p;.

Ahora con ¢ = pg en t = 0 se introduce una perturbacién constante en d¢p, independiente de x y ¢ (o sea con
Vip =0y 22 =0).

Dado que se trata de una perturbaciéon constante en el tiempo y el espacio, el sistema evoluciona bajo el
siguiente modelo de una ecuacion diferencial ordinaria:

i—f e —C, A\, C > 0, constantes reales
¥ (O) = s+ 6410



Este modelo se comporta con una perturbacién constante y positiva, dp > 0, de forma que ¢ — +o0o (pero
ademds en un tiempo finito crece muy rdpidamente), o bien si la perturbacién es negativa, d¢ < 0, se tiene que
Pt00 — —00 0 sea tiende a menos infinito conforme avanza el tiempo.

Lo anterior significa que alrededor de una solucién de estado estable, la introduccién de una pequena pertur-
bacién constante hace al sistema inestable.

Para verificar lo anterior se procede mediante el Método de Euler para integrar numéricamente a la ecuacién
anterior:

d
d;f e — C, A\, C > 0, constantes reales
InC
p(0) = -~ 7 dp

Sin perdida de generalidad tomamos At =1, C =1,A=1,6p = 0.1 > 0 y aproximamos ‘;—f por una a diferencia
entre el tiempo n y el tiempo n — 1. De donde resulta
Pn = €XpP ((Pn—l) + ¥n—1— 1.
La condicién inicial es
o =25 +65p=01
Por tanto
p1 =exp(0.1)+0.1 —1=0.20517
w2 = exp (0.20517) + 0.20517 — 1 = 0.4329
w3 = exp (0.4329) + 0.4329 — 1 = 0.974 64
g =exp (0.97464) + 0.97464 — 1 =2.6248
5 = exp (2.6248) +2.6248 — 1 = 15.427
06 = exp (15.427) +15.427 — 1 = 5.010 3 x 10°
p7 = exp (5. 0103 x 106) +5.0103 x 105 — 1 = 4.3922 x 102175945
Note que ¢ (t) crece muy rdpidamente en tiempo finito, o sea tiende aceleradamente a co.
Suponiendo que dp = —0.1 < 0, con las mismas constantes C' y A, se tiene
Yo = —0.1
p1 =exp(—0.1)+ (-0.1) =1 =—-0.19516
w2 = exp (—0.19516) 4+ (—0.19516) — 1 = —0.37246
w3 = exp (—0.37246) + (—0.37246) — 1 = —0.683 42
w4 = exp (—0.68342) 4+ (—0.68342) — 1 = —1.1785
w5 =exp(—1.1785) + (—1.1785) — 1 = —1.8708
(
(
(

g =exp (—1.8708) + (—1.8708) — 1 = —2.7168
w7 =exp(—2.7168) + (—2.7168) —1=—3.6507
g =exp(—3.6507) + (—3.6507) — 1 = —4.6247
w9 =exp (—4.6247) + (—4.6247) — 1 = —5.6149
©10 = exp (—5.6149) + —5.6149 — 1 = —6.6113
p11 =exp(—6.6113) + —6.6113 — 1 = —7.6100
En este caso ¢ (t) es decreciente y lentamente tiende a —oo.
En cualquier caso es claro que se necesita un control para evitar tales comportamientos y regresar al sistema
a la solucién de estado estable .

2 Linearizacién de (SEE)

La idea es linearizar el sistema (SEE) para luego introducir una funcién que estabilice el sistema linearizado, mas
precisamente, que se haga cargo de llevar una funcién de perturbacién pequena y quizas dependiente de x a cero
o sea que con la funcién de control el sistema (SEE) regrese a una solucién de estado estable.

Se tiene que para t < 0, el sistema se mantuvo en su solucidn estacionaria estable p = ;.

Ahora con ¢ = @z en t > 0 se tiene

¢ (0) =ps +dp

donde la perturbacién d¢ es ”pequena” y posiblemente dependiente de x € Q.



Entonces la perturbacion ¢ — ¢, = dp debe satisfacer:

92 V- (AVsp) +V - Vop + Kop =0 en Q,
AViép-n=0en X, (SLEE)

do () = dps (), €.

donde K = f' (§p) # 0 (constante real negativa) y este sistema es la versién lineal de (SEE).

3 Introduccién de un control para (SLEE)

Por simplicidad sea w C Q° un subconjunto simplemente conexo y renombremos §¢ = y.

Hay otros tipos de control, por ejemplo sobre la frontera, pero en esta caso se asume que el control es como un
flujo interno en ).

Se introduce entonces una funcién v (x,t) en la linearizacién de forma que el sistema a controlar es

G =V (AVy) +V - Vy + Ky = vXuxor) en Q,
AVy-n=0en X, (SCLEE)
y(x)=yo(x), z €.
donde X, x (0,1 es la funcién caracteristica en el conjunto w x (0,7'), yo = dps y en donde se reemplazo §p por
Y.
El sistema (SCLEE) implica que dado v se tiene que resolver para y, lo cual puede ser algo complicado pero
hay software para este tipo de ecuaciones en derivadas parciales.
La resolucién del sistema con control (SCLEE) se traduce en un problema de control éptimo que consiste en

min J (v) (PCO)

donde U = L? (w x (0,T)) y

1
J(v):f/ |v|2dxdt+ﬁ/ |y|2dxdt+@/ ly (T)|? d=
2 Juxo,m 2 Jg 2 Ja

donde k1, ko > 0y y es una funcién de v de la solucién del sistema (SCLEE).
Notas:

1. Existe una tinica solucién de (PCO) ya que J es convexa y ¥ es la inica solucién dada por la condicién inicial
y v de la ecuacion linearizada.

2. Los tres términos integrales de J son convexos y tienen como objetivo reducir el costo del control y hacer
que y (que es la perturbacién dp) no crezca a largo del tiempo y que sea muy cercana a cero en el tiempo
final T

4 Resolucion del Problema (PCO)

Tomando en consideracién que en (PCO) se tiene una funcional cuadratica (convexa), la solucién es equivalente
conceptualmente a la resolucién de un problema de optimizacién por medio de la condicién de primer orden. Esto
es

x* = arg ar:%l]%f (2)

con f convexa en D. Con z* € D tal que f’ (z*) = 0, entonces x* es la solucién 6ptima.
De esta forma la resolucién de (PCO) es equivalente a resolver en los espacios funcionales adecuados la primera
variacién de J,

J' (v) = 0.



5 Calculo de J' (v)

Mediante el andlisis de perturbaciones, sean v, dv € U con dv una funcional de perturbacién ”pequena”.

§J(v) = Jw+ov)—J(v) =
(I (), 00) + O (|ov]*)

donde O (\6v|2) son términos que se pueden omitir.
En el espacio de Hilbert de funciones (i) se tiene que J' (v) €U y

(J" (v),dv) = / J' (v) Svdzdt.
wx(0,T)

La primera variacion de J es

0J (v) = / vévdadt + ky / ydydadt + ko / y(T)dy (T)dz
x(0,T) Q Q

Por otro lado, usando el sistema (SCLEE) se calcula la variacién de dy,

B — V- (AVSy) +V - Voy + K8y = vXex(o,) en @,
AVéy-n=0en X, (S6yEE)
Sy () =0, z € Q.

Por medio de la técnica de la ecuacién adjunta (que es la versién del método de multiplicadores de Lagrange
en forma variacional) se va a identificar para una funcién p (z,t) suficiente diferenciable en el espacio y el tiempo
al sistema de estado adjunto (SEA) del sistema (SCLEE). Esto se hace multiplicando la ecuacién perturbada de
estado del sistema (SOyEE) por p e integrando convenientemente. Se tiene entonces

Jo pBYdadt — Jop (V- (AVéy)) dzdt + [, p(V - Voy)dzdt + K [, pdydedt =

fwx(O,T) POVXwx (0,1)

Integrando por partes para qultar las diferenciales y deJar todo con respecto de p.

pr‘%yda:dt Jor( 85y — [ (0 ’%y 9z + fQ Sroydxdt

Aplicando el teorema de Stokes

- pr - (AVéy)) dxdt = — fQ (V- ATVp) dydxdt + [ p (AVSy) dldt + [, 0y (ATVp - n) dldt—
Jo (V- Vp) dydzdt + fZV npdydldt

fQ poydadt = [, p(T T) dzdt

Se asume que ATVp-n=0en X. p(T) = koy (T)
Se tiene por identificacién de términos el denominado sistema de estado adjunto (que es un sistema que se
resuelve en reversa, o sea de T a 0) para p

2@ — V- (ATVp) =V -Vp+ Kp=kiy en Q,
A*'Vp-n=0en X, (SEA)
p(T) = kay (T).

Adems4s se tiene

8J" (v (v + p) dvdxdt =

/ v) dvdadt

De donde se tiene

J'(v) = (v +p) loxom)



6 Condiciones de optimalidad

La ecuacion a resolver es

J (v)=0,veU =L?(wx (0,T)).

que da origen al denominado Sistema de Optimalidad para el Problema de Control Optimo (SOPCO), el cual
consiste de tres partes:

U= —pluyx(0,1) (SO.1)

=V (AVy) +V - Vy+ Ky = vxux(o.1) en Q,
AVy-n=0en X (S0.2)
y(@)=yo(z), x €.

~% V. (ATVp) —V -Vp+ Kp=Fkiyen Q,
RS A (50.3)
p(T) = kay (T).

7 Resolucién del sistema de optimalidad (SOPCO)

El célculo de la solucién mediante el sistema de optimalidad tiene varios caminos, debido a la interdependencia
entre u, y y p.

7.1 Formulacién como problema de frontera de dos puntos

Una primera técnica para resolver el sistema de optimalidad es acoplar los dos sistemas de ecuaciones eliminando
u. Esto es, se asume u = —p|wX(O7T), de donde al sustituir en (SO.2) se obtiene el Sistema de Estado siguiente:
G =V (AVY) +V - Vy + Ky — pluxom =0en Q
AVy-n=0en X
y (@) =yo(x), =€
Y por otro lado se tiene el sistema de Estado Adjunto:
~% V. (ATVp) ~V -Vp+ Kp=kyyenQ
ATVp-n=0en X
p(T) =koy(T).

Se tiene, en este caso, un Sistema de Ecuaciones llamado Problema de Valor de Frontera de dos puntos (se trata
de dos sistemas de ecuaciones diferenciales acopladas por las condiciones de frontera en los puntos (funcionales) p
YY)

En general para la resolucién de este tipo de problemas se tienen los trabajos de H. B. Keller, V. Pereyra y M.
Lentini (tesis doctoral), aun para casos donde la ecuacién de estado es no lineal. Note que la ecuacién de estado
adjunta es siempre lineal ya que siempre se obtiene por métodos variacionales de la linearizacién de la ecuacion
de estado.

Por otro lado esta técnica de resolver el sistema de optimalidad es relevante por su relacién con la resolucién de
problemas de control usando las técnicas de la ecuacién de Kalman/Ricatti donde la funcién de control explicito
(u) es eliminada.

7.2 Técnica por Aproximacién Numérica de J' (v) =0

Otra técnica para resolver el (SOPCO) es asumir u como la variable principal. Asi con u dada, mediante la
resolucién de (SCO.2) se obtiene y que a su vez permite mediante por (SO.3) conocer p.

Como se menciono antes en la formulacién variacional se quiere resolver precisamente el problema de control
por la condicién de la primera forma variacional

Encontrar u € U tal que

fwx(o,T) J' (u) vdzdt = 0,Vv € U. (PCOV)



donde v satisface los sistemas de la Ecuacién de Estado y de la Ecuacién de Estado Adjunto
% V. (AVy)+V - Vy+ Ky = vXux(o1) en Q
AVy-n=0en X
y(x) =0, z €.
—% -V. (ATVp) -V -Vp+Kp=FkyenQ
ATVp-n=0en X
p(T) = koy (T)

Note que se tiene un ciclo de dependencia y depende de v, p depende de y y v depende de p, lo que permite
estimar J' (v) = (v + p) |wx(0,1)- Por lo que si se itera para que la primera variacion de .J se anule, se puede calcular
la solucién.

Otra caracteristica que se tiene es que por ser J’ (v) un operador lineal se puede escribir como

J (v)=Av—-p

donde Av = (v + p-v) lwx(0,7) ¥ P-v 8¢ estima de lo siguientes sistemas de estado (note que se asume dado un
vy se cambio en la condicién de frontera y (x) = 0 en lugar de y (x) = yo (z)) y de estado adjunto:
9 V. (AVy)+V - Vy+ Ky =v|,xo1) en Q
AVy-n=0en X
y(x)=0, z €.
—~% V. (ATVp) -V -Vp+Kp=kiyenQ
ATVp-n=0en X
p(T) = kay (T)
Se tiene que

(J' (v1),v2) = / J' (v1) vodzdt = / (Avy) vodadt
wx (0,T)

wx(0,T)

/ vivodadt + ky / y1yodadt + ko / y1 (T) y2 (T) dx
wx (0,T) Q Q

De aqui se deduce que la matriz A es fuertemente eliptica y no negativa. Para v se tiene que

/ (Av) vdzdt > / vidxdt
wx (0,T) wx(0,T)

por lo que el operador A es estrictamente U-eliptico. Y por tanto es un automorfismo del espacio de funciones
de U.

O sea J' (u) = Au— 8 = 0 y por tanto Au = 3, donde u es una solucién del espacio de funciones U de los
sistemas de ecuaciones de estado y de estado adjunto.

Por otro lado, dado un wug, se obtiene 3. Se conoce entonces el efecto de Au y no se requiere calcular
explicitamente A si se usa, por ejemplo, el método de Gradiente Conjugado para residuos ya que para estimar
J’ (u) = 0, solo se requieren los residuos y la accién del gradiente.

Se tiene entonces el siguiente problema equivalente para el problema (PCOV)

Encontrar u € U tal que

J' (w)vdadt = |

wx (0.T) Auvdzdt = |

fwx(O,T) « (0, Bvdzdt = 0,Yv e U

Que tiene solucién por el Teorema de Lax-Milgram.

8 Meétodo del Gradiente Conjugado

El Método del Gradiente Conjugado tiene las siguientes propiedades en un espacio de Hilbert:
Sea el problema varacional lineal

uevV

a(u,v)=L(v),YveV (PVL)



donde V es un espacio real de Hilbert para el producto interno (-, -) con norma asociada ||-],a: V xV — R es
una funcién bilineal, continua V-eliptica (esto es a (v,v) > a||v]|*,Yv € V,a > 0) y simétrica y L : V — R es una
funcién lineal y continua.

Con estas condiciones por el teorema de Lax-Milgram el (PVL) tiene solucién tnica.

El algoritmo del Gradiente Conjugado (originalmente fue formulado por el afio de 1950) para este problema es
el siguiente:

Sea £ > 0 la tolerancia para aceptar la aproximacién del método.

1. w0 eV
g ev
(go,v) =a (uo,v) —L (uo) NveV
3. Sig’ #0, seaw’ =g°
4. Para n > 0, se tienen u"™, g", w™ con g" # 0y w* # 0).

1

Se calcula u"*!, g"*! y si es necesario w™*! como sigue

n_ g
p a(wn,wn)

g"ev
(gn,v) =a(w",v),YveV
6. un+1 =" — pnwn
7. gn+1 — gn _ pn gn
n+1
8. Si % < ¢ la solucién es u = u"*! y se termina.

n_ Lo

97" = T
10. ,wn+1 — gn+1 _|_,yn,wn
11. n =n+1 y se repite desde 4.

La velocidad de convergencia del algoritmo de Gradiente Conjugado se puede estimar de la relacién siguiente:

/g — 1\"
Ju" —u| < C|u® - ul viH -~ o
Vo + 1
sup,, a(v,v) - _1
infu,:\‘//\\{{;)}}a(v,v) - HAH HA H
con A un automorfismo de V tal que a (v, w) = (Av,w),Yv,w € V.

donde vy =

8.1 Meétodo del Gradiente Conjugado para (PCO)

Sea € > 0 la tolerancia para aceptar la aproximacion a la solucién del método.
1. w0 eu.

2. Con u? se resuelve el Sistema de la Ecuacién de Estado:
0
% — V- (AVY®) +V - Vy° + Ky° = v 0,y en Q
AVY? n=0en X%
Y’ (x) = yo, v € Q.
Con ¢ se resuelve el sistema de Estado Adjunto:
—%L 7 (ATVP) — V- Vp° 4 K = kg en Q
ATV n=0en X
P’ (T) = kay®(T).



3. ¢° = (UO +p0) lwx (0,1)
4. w = ¢°.
5. Para n > 0, se tienen u™, g™, w™ con g" # 0y w® # 0. Se calculan y" y p" de los sistemas

V. (AV @n) +V VY K Y = w" k0,7 en Q
AV Y n=0en X

n

Yy (x)=0, z €
~O VATV )~V VP K =k 7 en Q
ATV D" n=0en ¥
P(T) =ky U (T).
6. gn (: Aw") = <w"+ i)n) |w><(O,T)

Joccomllg” IPdadt
wa(O‘T)gnw”d:cdt

7. p" =
8. un—i—l =" — pnwn
9. gn+1 — gn _ pn gn

fwx(o,T)HgnJrIHdedt

10. Si T T Pamar” = € la solucién es u = ™! y se termina.
wx(0,T)
n+1]|2
11 777, — wa(O,T)”g H dzdt
' T tomy o Pt

12 wn+1 — gn+1 _|_,ynwn

13. n =n+ 1 y se repite desde 5.

9 Ejemplo 1 de la resolucién de un problema de control

En esta seccién se describe a detalle la construccién de un algoritmo de Gradiente Conjugado para resolucion de
un problema de control para un problema unidimensional en el tiempo.

El espacio-tiempo del problema es denotado por @ = [0, L] x [0,T], donde L > 0 es la longitud de la regién
de la variable intrinseca = € [0, L] que evoluciona a través del tiempo (¢) la variable de estado (o del sistema)
de y(z,t) hasta un tiempo final ¢t = T > 0. Dependiendo del problema es posible tener T' = 0o, en nuestro caso,
la razén de elegir un tiempo finito es por fines practicos para la observacion del sistema dentro de un periodo
limitado, en lugar de esperar un tiempo infinito.

La eleccion del Gradiente Conjugado se justifica porque las versiones discretizadas corresponden a problemas
cuadraticos de dimensién finita y se tiene la convergencia en a lo mas un ndmero finito de pasos (los vectores
ortogonales estimados por el algoritmo del Gradiente Conjugado son una base del espacio discretizado).

Las ecuaciones de estado del sistema son

WY €%y =0,(z,t) €Q=0,L] x [0,T]
y (2,0) = yo, z € [0, L]
—p22 =0, t € [0, 7]

p2ED — 0 ¢ e [0,T]

™ =

(E)

donde p, € son constantes positivas apropiadas. El sistema ( E) para yo # 0 amplifica la variable de estado y
por lo que se quiere un control para que y(-,¢) y y(-,T) se anulen o sean pequenos en un periodo finito de tiempo.



9.1 El problema de control

La formulacion del correspondiente problema de control es la siguiente

{ Buscar u € U[0,T] (CP)

J(u) < J(v), Yo € U[0,T)
donde

1 T 2 kl 2 kQ L 2
7w =g [ a5 L s 2 [y 1 e

con k1 y ko son constantes positivas apropiadas y es la solucién del siguiente sistema de estado (SE) para el control
.

9 8y ey —0,Q=1[0,L] x [0,7]
(m 0) = yo, z € [0, L]

—u—dyéi’” —v(t), t €[0,T]

p2Get — 0, t € [0,7]

(SE)

8y(0 =y (t) y que los objetivos que se persiguen con J son controlar

Note que el control v se introdujo en —p=5--~
con un minimo costo del control v (este es el termmo para esto 3 fOT l|v]|? ), que la funcién a lo largo del tiempo

regrese a ser pequeiia (este es el termino para esto %1 /. 0 ||y||2 dzdt) y que regrese o este muy cerca del cero cuando

el tiempo sea igual a T' (este es el termino para esto £2 fOL ly (z, T)|]? dz).

9.2 Caso continuo

En este apartado se desarrollan en detalle las integraciones variacionales bajo las condiciones de optimalidad de
la primera variacién del problema CP. Este paso corresponde al estudio del problema en forma continua, de ahi
su denominacién como ”caso continuo”. Los sistemas de ecuaciones que se obtienen sirven de referencia de los
sistemas de ecuaciones que aparecen en la discretizacién en el tiempo y completa del sistema estado ( SE) con un
control bajo el problema de control 6ptimo ( CP. Los desarrollos integrales de esta seccién dan la estructura de
las sistemas de ecuaciones de las fases de discretizacion.

La primera variacion de J es

T L
dJ (v) = / v - dvdt + ky / y - dydzdt + kz/ y(x,T) oy (z,T)dx
0 Q 0

La primera variacién, o sea, dada una pequenia perturbacién () en las variables, del sistema (SE) es

9 — G5 %~y = 0in Q= [0,L] x [0,7]
5 (2,0) = 0, z € [0, L]
—p 220D — 5, (1), 1 € [0,T]

p2ul =0, ¢ € [0,

(3SE)

El siguiente paso es formular un problema variacional que se integrara con p (x,t), una funcién suave apropiada
para permitir la integracién de la primera ecuacién del sistema (JSE) en Q. Se obtiene la ecuacién integral-

diferencial siguiente
oy 9%y 0dy
= — —y | dadt =
0 / <8t oz T oY)

2
/ 9 ydxdt— /pa iydxdt—ﬁ—e/ p@dmdt—/péydxdt (2)

10




Las cuatro integrales de (2) se desarrollan individualmente a continuacién

ot

L ap B
l/o p(z,t) 0y (x,t)d ] /—5ydxdt =

L L
/ p(z,T) oy (z,T)dx — / p(z,0)dy (z,0)dx — / @Jydxdt =
0 0 Q 8t
(Usando que dy (x,0) = 0,z € [0, L], se tiene)

L ap
/ p(z,T) oy (z,T)dx — / —dydzdt. (3)
0 o Ot

T 926y
o)

ap 96
+u 8—pa—yd wdt

T /L
i- / p@dxdt = / [/ paéydx] dt = (Integrando respecto a dt)
Q 0 0

82(531
ii- —p 3 —— dzdt = | Intregrando respecto ap y a
0

" dp 86 T 96 .
op 99y _ 2%
0+u o 8ddt [/0 p( uax>dt0

00y (0,t)
ox

[/OTpév(t)dt )

0 06
<Intregrando el segundo termino respecto a o v a / l ydt} dx )
al' 0 0 aCC

T
[/ pov (t / 6ydt] —u/ —5ydxdt (4)
0
iii.- e/ p@dxdt = <Integrando respecto py a / [/ 90y dt] )
Q@ Oz 0

L

T
e/ poydt|| —e a—éydxdt (5)
0 0 33;‘

(Sustityendo — i =dv (t),t €0, T]>

Op 09

iv.- —/péydwdt:/(—p)éydxdt. (6)
Q Q

De las integrales anteriores resulta

11



2 L
(3)+(4)+(5)+(6)/@(g};ug£eg];p) 5ydxdt+/0 p(x,T) oy (z,T)dz +

’ ’ T op(x,t) L
l/o pov (t) dt /0 (M 8x’ —i—ep(x,t)) 5y(x7t)dt] _

0 0
L

_|_

T
(Note que el control sélo actua en el punto = 0, por lo que [/ pdv (t) dt] =
0
0

T
—/ p(0,t) dv (t) dt, se tiene entonces)
0

T ap 82]9 ap L
/o (—p((),t))év(t)dt—k/@(—at— Pa2 ~ €50 )6ydmdt+/0 p(x,T)o0y (z,T)dx +

T 7 op(x,t) L
Vo (“pa;; +ep (W)) 3y (x,1) dt]

0

La condicién de optimalidad sobre ¢J (v) implica que los términos anteriores tiene un correspondiente termino
con la primera variacién de J tal como se muestra a continuaciéon

T _ _op _ ,9p _
0 T £
Jo (=p(0,0))0v(t)dt  + [, ( T p) dydadt

§J (v) = [ v dudt +hy [,y - dydadt
+f0 xT5y(x T)dx
ko [y (2,T) - 0y (2, T) da

por lo que los términos restantes deben ser nulos. Lo cual se tiene con las ecuaciones siguientes

PO (Lo +ep(Lt) = 0, te0.T)
u%-ﬁ-ep(&t) = 0,te0,T].

Por eso el sistema de ecuaciones adjunto es

(a: T)—k:gy(m T), x € [0, L]
+uaz”+65”+p——k1y,( Y
2 (L, t)+ep(L,t)=0,t€0,T]

)e@ (SASE)

u
$9E (0.1) + ep (0,1) =0, 1€ 0.7]
Y ademds como 6.J (v) = (VJ(v), 6v);( 7} en lanorma de integral correspondiente <6J fo 0,t)) dv (t) dt)
se tiene

VJ (v)=v—p(0,t)

9.3 Discretizacion del tiempo

Es conveniente que la discretizacion en el tiempo sea en la direccién hacia adelante, lo que genera un punto extra

. ntl_ n . ., . ¢
sobre el termino Y—*-. En la siguiente seccién se muestra como esto ajusta para los calculos de la forma

centrada de ;La;;’: de la primera ecuacién del sistema ( JSE.)

12



N+1
Al T £Ea
N-1

H
m Y .
—| n J Y; hacia adelante
© n=0,...,N
=l 2 T
1
0
-1 0 1 H H+1
) xe[o, L] ”

. . . .y Syt —syn
Figure 2: Malla para la discretizacion de ~—x—~—, n =0,..

. S . s . At
La discretizacién de la primera variacion en el tiempo de (J (y)) es

' At & kAt o [T ky [T
T =5 3 el 3 / Iy I de + = / [y @) de
n=0 n=0

donde N > 0, es un entero y At = L.
La discretizacién hacia adelante (forward) en el tiempo para (SE) es

yo =Y
Paran=1,...,N
n+l_ n 2
U Gl e~y =0, en [0,1] (SEAY)
= v
oy (15
H y@x

Observe que de forma natural se obtiene una linea extra N 4 1 al realizar los cdlculos hacia adelante, por lo

que yV1t1(x) es la discretizacion de y (x,T) . La figura 2 describe donde se calcula usando esta discretizacién del
tiempo.

La primera variaciéon de J para el tiempo discretizado es

673 w) = (V™ (v), 00)

uAst
donde se tiene

JAt Atzvnév +k1AtZ/ n5yndm+k2/ N+15y1\7+1dl_

n=0

Por otro lado, la perturbacién de (SE®?) es

dy° =0
form=1,...,N

1
Sy" gy Oaiy + 6851/ —Sy" =0en [O,L] (5SEAt)
- 8§y (0) Sum

Pz =

sy (L) __ -0

ox

13



En forma similar al caso de la seccién 9.2 se multiplica por una funciéon apropiada p™ para integrar el sistema
(SSEA?) . Se tiene entonces la integral

n+1 6y" aQayn 8(5:(/” "
0= AtZ/ ( B +e o —5y)dx_
n+1

AtZ/ n? — % dx—,uAtZ/
eAth_O/O P 6xdac—Ath_O/o p"oy"dx.

Los cuatro términos integrales son (al final de cada integracién se muestra la versién continua para mayor
claridad y destacar la similaridad de la estructura).

- AT Jy o (g e = = [ pde — ArT (P ) Syt [ pVey e =

L _ n—1
/ pNoyNtlde — At Z / (p P ) oy"dx (7)
0

L
/ p(z,T)dy (z, T)dzx — / —péydxdt
0 o Ot

+

Note que en forma natural con la formulacién hacia adelante surge el termino p~ dyN*! de la integracién de la
5yn+l

TZW> cuando n = N.
ii.- At Zﬁ;o fOL p" ( ,uaa‘;y )dx = {At Zf:;op( u%‘?)} [uAt Zn o am y} — pAt ZnN:o fOL %&Jdm =

(Ao o 0], + [ae iy 22 y} —uA Y [ P syde

diferencia hacia adelante p™ (

N L N L
p d"p
E —a ] —  uAt E /0 92 oydx (8)

N
At Z p (0v (t))
n=0 n=0
T Op 0%p
[/0 pdv (t) dt u/o %éydt ,u/Q @&z/dxdt

n L
iii- At Zf:;o fOL " (e‘()g—g)dx = {eAt Zﬁ;o p" (z) oy (x)} . eAt Zn 0 L ap Loydw

0

L L
+

0 0

N L N L ap
eAth:Op (z) oy (x)]o - eAt;/O %&de 9)
L
T
[e/ p5ydt|] — e/ @(dedt
0 0 Q afL'
iv.- At foLp —y™yda = ALY fo ") dy"dx

At Z / ™) oy dx (10)

/ (—p)dydadt
Q

14



N N+ 1
N-1 y
N-2 l

-
m _
f— n : pj hac1a atras
O A7 n=N+L,.
=) 2 l
v 1
0
-1 0 1 H-1 H H+1
) xe[o L]
Figure 3: Malla para la discretizacién de 2 _Aptnil, n=N,...,1

Note que el control sélo actiia en el punto x = 0, y por tanto

como en el caso continuo se tiene {At Zg oD (0v (t))}j = —At ZnN:op (0) ov™ = At ZQ;O (—=p(0)) dv™.

Adem4s se tiene que {,uAt Zn 0 5o 5y} [eAt Zf:;o p" () oy (x)}j =

(At (0% (@) + ep () oy <x>]j

(T)+(8+(O)+(10)=At 0 i (—28— = Gk — 22 — ) oy dot fy pNoy™ da+ At TN, (<p(0)) (00) +
A0 (WO (@) + ep () 0y (x)}g

Se hacen corresponder los términos con la primera variacién discretizada en el tiempo,

n L n_ n—1 N
AT (pO)S" +ALTLL, fy (~E — ufh e —p") by"da
§JA (v) = At Zﬁf LI +k1 At ZQ{:o fOL y"oy"dx
+fOL N(SyN‘de
—Hfgf yN L5y Ntdg

Y el termino que no corresponde como en caso continuo debe ser nulo, se tiene entonces que 22~ £ " (L)4ep (L) =0
v 1% (0) + ep (0) = 0.
De lo anterior, el sistema adjunto discretizado en el tiempo es

N = kaN+1 (.’13) RUAS [OaL]
Paran=N,...,1
pn_pnfl 82 n
B udh B ") = —kay, @ € [0, L] (ASEAY)
2B 4 epn (L) =0
n25 4 ep (0) = 0

Y At
VI (v) = (o~ p" (0)},.

Nétese que la resolucién en el tiempo del sistema adjunto es naturalmente hacia atrds y que gracias a la linea
extra en N + 1 de valores de y (), este se resuelve a partir de yV*+!(z) y los sistemas (§SEA?) (ASEA?) estdn
acoplados. La figura 3 describe como se considera esta discretizaciéon para el calculo de p.
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N<1
Nﬂ%% +%
N
A
N-1

”
m n n n
oy Y. ‘|‘ Y. -I- Y; ecentrada
(=] jtl hj2 L' oH
=l o2
\ AN O
0 y,-7
-1 0 1 2 J H-1 H H+1
x€[0, L] g

Figure 4: Malla para la discretizacion de 2 522 n, j=0,...,Hyn=0,...,N

9.4 Discretizacion Total

Sea H > 0 un entero y Az = h = % Los indices para x son —1 < j7 < H + 1, con este rango el termino

Yyt =2y . . . ;
—p~=—/7—L se puede calcular con j = 0,..., H de forma centrada sin problemas gracias a las dos lineas de

puntos extras en —1 y H + 1. Las figuras 4 y 2 describen donde se calcula considerando esto.
Usando la discretizacion del tiempo de la seccién 9.3, el correspondiente sistema de estado completamente
discretizado es

yj :yo,jvj:(),"'aH
Paran=1,...,N,57=0,....H

n+1

Yi Yl Vi tyia =297 Yini Y o At
ar H h2 e yi =0, (SEXZ)
-y 1 _,n
—pHg =t
Vi1~ Y
Vi _

El sistema adjunto completamente discretizado es

p7 —kgyNH 17=0,....H

Paran*N,...,l,j:O,...,H
n_pnl nopt L —2p™
12 APZ _|_NP_7+1 P}JL21 Pj Te 7+1 —py +pj> :_kly;.‘ (ASEﬁi)
PH+;LnPH _,'_ep% —O,

NPO *hp—l + 6pnl =0

El correspondiente sistema para una pequena perturbacion es

5y?=0,j=0,...,H
forn=1,...,N,j=0,...,.H

Sy oy} Syja+Oy;_ =28y} Syp, oy}
j i j+1 hJ2 1 iqe 9+1h j —5y;L -0 ((5SE2;)

5%%—(&4”
0 -1 51]77,’

5yZ+1_5yZ
p Y=oV ),

Note que los tres sistemas comparten el rango de indices j = —1,..., H 4+ 1 pero que el cédlculo para el termino
de la segunda parcial se realiza de 0,1,.., H y las condiciones de frontera permiten en forma natural calcular los



términos para —1y H+1. Ademas los sistemas necesarios que se utilizan son dos, ya que el totalmente discretizado
(SERL) y el de una pequefia perturbacién (5SE ) son similares, lo que cambian es

yj = Yo,j por 5%‘ =0

Yy

—p
estos s1stemas.

El problema de control totalmente discretizado es

Sy —sy™
y L — o™ por —p oY= hy’l =9

v™. Por lo que ¥ ; y v" son los pardmetros de una rutina para resolver

Buscar u= {u"} eV= U =RN. (CPA;)
J ()<J ()7VQ€V v
donde
N N H H
At k1Ath 2 kah
N n12 1 2
Tae@ =5 WP +=5=2 > [T+ =3 v
n=0 n=0j=0 ]:0
con y = {y?}fifi\[;il solucién de (SERL) para v.
. . . At
9.5 El Algoritmo del Gradiente Conjugado para el problema (Cva)
Los pasos del algoritmo son
1. Sea e (0 < & < 1) un valor de tolerancia para detener el algoritmo y {u™°} =0¢€ V.
L 0] 0SSN H1
2. Sea {yj} L<j<H1 = 0 la perturbacion a controlar, con esta resolver (SE ¢ ) para obtener {yj }—1§j§H+1'
0] 05PN+ At 0] 0SSN
3. Con {y } resolver (ASE/\, ) para obtener {p.’ } .
I S gi<an ’ 7o) cigi<H
0] 0SnEN
4. ¢° = {u’“o +py }
5. w® = gv.

6. Si (¢°,¢"), < € termina, {u™"} es la solucién.

7. Para k > 0 (se tienen u*, ¢*, y w*, por calcular uF*+1, ghtl y wht1).

At e VSPSENHL
8. Resolver (6SE'A,) para obtener § = {§y } .
—1<yj<H+1
o) OSRENH1 ) OSSN
9. Cony = {5y-’ } resolver (ASE ) para obtener p = {p.’ } .
7o) i< 7o) 1<i<H1

10. " = {wnt 4 g5t
11 pk = (gkhgk)v

12, uFtt = b — pFwk,
13. gkttt = gk — pFgh.

14. Si v < 2 entonces u*t! es la solucién y se termina.

(9°,9%),
(gk+1 7gkul»l)

15. de otra forma v* = W
97 )y

16. wht! = gF+t1 4 4k repetir desde el paso. 7
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9.6 Programas para OCTAVE o Matlab para el problema (CP@;)

Para correrlo se llama al programa principal solver_GC. A continuacién se muestran todos los cédigos.
solver GC.m

e
% "solver_GC.m"

% E1 Algoritmo del Gradiente Conjugado para el problema (CPdelTdelX)
S —
% Carlos Barron

% UAM Azcapotzalco

% _____________________________________________________________________
% Este programa es la implementacion del siguiente problema de control:
% J(u) <= J(v) \forall v \in U=L"2 (0,T)

% donde

% J(v) = (1/2) \int_0"T |v|~2 dt

% + (k_1/2) \int_Q |lyl~2 dx dt

% + [k_2/2) \int_0"1 (y(x,T|"2dX

% donde Q=(0,1)X(0,T), and

% y_t - \mu_y y_xx + \eps y_x -~y = 0 in Q

% y(0) =y_0

% —mmu_y y_x(0,T) = v(t)

% mmu y_x(1,T) =0

e
clear all;

% Define las variables globales

variables_globales;

% Asigna los valores de los parametros
define_parametros;

step=0;
% (D
Epsilon_GC=0.5e-6; % Tolerancia

% Control inicial
u0=zeros(size(t));

% (2)
% Asigna y(0)=y(x,0)
yO=y0_function(x) ;

% (3)
yl=solver_SEdelTdelXyeq(u0,y0);

% Muestra la situacion inicial
line_status=sprintf (’Algoritmo GC, paso=%d’,step);

disp(line_status);
sey=y1;
grafica_sey;

disp(’Para continuar oprima un boton del raton sobre la grafica’);
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key=waitforbuttonpress ;

h (3
p=solver_AdjSEdelTdelXpeq(yl);
% (4)

g0 = u0 + p(2,:);

% (8

w0 = g0;

g0g0 = g0*g0’;

glOref = g0g0;

gkgk = g0g0;

% Verifica si hace el ciclo o termina
if g0g0 < Epsilon_GC
% termina u0 es la solucion
break
else
% (7) Ciclo para resolver el problema
while (1)
step=step+l;

% (8) Resuelve el sistema perturbado
ybar= solver_SEdelTdelXyeq(wO,dely0);

% (9) Resuelve el sistema adjunto
pbar = solver_AdjSEdelTdelXpeq(ybar);

% (10)
gbar = w0 + pbar(2,:);
gbarw0 = gbar*w0’;

%o (11)
rhok = gkgk / gbarw0;

h (12)

ul = u0 - rhok * wO;

h (13)
gl = g0 - rhok * gbar;
gklgkl = glxgl’;

err_step=(gklgkl/gOref) ;
line_status=sprintf (’Algoritmo GC paso=),d error=je’,step,err_step);
disp(line_status);
% muestra la solucion que se tiene
if mod(step,5)==0
sey=solver_SEdelTdelXyeq(ul,y0);
disp(line_status);
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grafica_sey;

disp(’Para continuar oprima un boton del raton sobre la grafica’);

key=waitforbuttonpress ;
end

% (14) Verifica si termina o continua
if (err_step < Epsilon_GC)
u0=ul; % u0 es la solucion
break;
end

% (15)
gamma = gklgkl / gkgk;

5 (16)

w0 = gl + gamma * wO;

% se intercambian terminos k+1 -> k
gkgk=gklgkl;
g0 = gi;
u0 = ul;
end;
end;

% Con el control optimo resuelve el sistema y muestra la solucion
sey=solver_SEdelTdelXyeq(u0,y0);

line_status=sprintf (’El GC termino en el paso=/d’,step);
disp(line_status); grafica_sey;

solver_SEdelTdelXyeq.m

function [yl1]=solver_SEdelTdelXyeq(v,y0); variables_globales;

% _____________________________________________________________________
% Carlos Barron

% UAM Azcapotzalco
N —
% Rutina del sistema de estado con control v(t)

% y_t - \mmu y_xx + \eeps y_x - y =0 in Q

% y(x,0) = y_0

% —mmu y_x(0,t) = v(t)

% mmu y_x(L,t) =0

% Notacion

% -1 (corresponde al indice 1) Punto extra para discrtizacion en XX
% 0 a H (corresponden a los indices 2 H+2) donde es el intervalo X
% H+1 (corresponde al indice H+3) punto extra en X

% 0 (corrresponde a 1) es el tiempo incial

% 1 a N+1 (corresponde 2 a N+2) es el rango del tiempo

% Regresa una matriz de (H+3)x(N+2)

% donde y1(2..H+2,1..N+2) son los valores de inicio del sistema adjunto
yl=zeros (H+3,N+2) ;

%

% Asigno los valores iniciales (y0(x)) para n=0

y1(2:H+2,1) = y0’;
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% Calculo del efecto del control sobre los puntos extremos del punto y n_(-1)
y1(1,1) = v(1) * h / mmu + y1(2,1);
% punto extra de X
y1(H+3, 1) = y1(H+2, 1); for n=1:N+1
% calculo de los puntos intermedios
for j=2:H+2
y1(j,n+1) = y1(j,n) + ...
deltat *( mmu * (y1(j+1i,n) + y1(j-1,n)- 2*y1(j,n)) / h2 ...
- eeps *(y1(j+1,n) + y1(j,n)) / h ...
+ y1(j,n));
end
% Se calculan los puntos extremos en n+l
% Calculo del efecto del control sobre el punto y n_(-1)
% -mmu (yO0°n_0 - y'n_(-1))/h = v'n
if n == N+1
break;
end
y1(1,n+1) = v(n+l) * h / mmu + y1(2,n+1);
% punto extra de X
y1(H+3, nt+1) = y1(H+2, n+1);
end;

solver_AdjSEdelTdelXpeq.m

function [p]l=solver_AdjSEdelTdelXpeq(y1l);
S —
% Carlos Barron

% UAM Azcapotzalco
S —
variables_globales;

% Sistema Adjunto

% P(§,N) = k2 y(j,N+1)

% p@)_t + \mmu p_xx(n) + \eeps p_x(n) + p(n) = -k_1 y™n in Q

% mmu p_x(L,n) =0

% mmu p_x(0,n) + eeps p (O,n) =0

% del sistema de estado con control v(t)

% y_t - \mmu y_xx + \eeps y_x - y =0 in Q

% y(x,0) = y_0

% —mmu y_x(0,t) = v(t)

% mmu y_x(L,t) =0

% Notacion

% -1 (corresponde al indice 1) Punto extra para discrtizacion en XX
% 0 a H (corresponden a los indices 2 H+2) donde es el intervalo X
% H+1 (corresponde al indice H+3) punto extra en X

% 0 (corrresponde a 1) es el tiempo incial

% 1 a N+1 (corresponde 2 a N+2) es el rango del tiempo
R —

% Regresa una matriz de (H+3)x(N+1)

% donde p(1..H+1,1..N+1)=p(0...L, 0..T)

p = zeros(H+3, N+1);

% valores iniciales

p(2:H+2, N+1) = k2 * y1(2:H+2, N+2);

% puntos extremos

p(H+3, N+1) = (mmu - eeps * h) * p(H+2, N+1) / mmu; p(1, N+1) = mmu *
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p(2, N+1) / (mmu - eeps * h);

for n=N+1:-1:2
for j=2:H+1
p(j,n-1) = p(j,n) + ...
deltat *( mmu * (p(j+1,n) + p(j-1,n) - 2*p(j,n)) / h2 + ...
eeps *(p(j+1,n) - p(j,n)) / h + p(j,n) + ...
ki * y1(j,n) );
end
% puntos extremos
p(H+3, n - 1) = (mmu - eeps * h) * p(H+2, n - 1) / mmu;
p(l, n-1) =mmu * p(2, n - 1) / (mmu - eeps * h);
end;

yO0_function.m

function [y]l=yO_function(x)
o
% Carlos Barron

% UAM Azcapotzalco
e
% calcula (y_0) valores iniciales del sistema

% y_t - \mu y_xx + \eps y_x - y =0 in Q

% y(0) =y_0
% -\mu y_x(0,T) = v(t)
% y_x(1,T) =0

% donde Q=(0,1)X(0,T)
A
y = sin(pi*x)* 10.0;

variables_globales.m

S —
% "variables_globales.m"

% _____________________________________________________________________
% Carlos Barron

% UAM Azcapotzalco
R —
A

global T; % Tiempo

global L; % Longitud

)

global H; 7% Puntos de x

global N; % Numero de pasos de tiempo

%

global h; % h=L/H

global deltat; % deltat = T/N

global h2; 7% hxh

global t; % tiempo

global x; % espacio
global y; % y variable de estado
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global mmu; % parametro de y_xx
global eeps; % parametro de f y_x

global k1; % parametro de \int_Q |lyl|~2 dxdt
global k2; % parametro de \int_0"1 ||y(x,T)|["2 dx

global delyO; % Para resolver el delSEdelTdelX

YA

(sistema perturbado)

define_parametros.m

S
% "define_parametros.m"

% _____________________________________________________________________
% Carlos Barron

% UAM Azcapotzalco
S S —
% Program "solver_CG.m"
S —
T=1.0; % Tiempo final

L=1.0; % Longitud

A

H=19; % numero de puntos em X

% Notacion

% -1 (corresponde al indice 1) Punto extra para discrtizacion en XX
% 0 a H (corresponden a los indices 2 H+2) donde es el intervalo X
% H+1 (corresponde al indice H+3) punto extra en XX

N=420; % Numero de pasos en el tiempo

% 0 (corrresponde a 1) es el tiempo incial

% 1 a N+1 (corresponde 2 a N+2) es el rango del tiempo

A

h=L/H; % h is deltax, h=deltax=L/H

deltat=T/N; h2=hxh;

%

t=linspace(0,T,N+1); % tiempo

X
u

%

=linspace(0,L,H+1); % espacio
=zeros(size(t));

Parametros de la ecuacion diferencial

mmu=0.5; eeps=0.004;

h
k

A
d

parametros del control
1=1000000000000000.0; k2=1000000000000000000.0;

perturbacion nula
elyO=zeros(size(x));

grafica_sey.m

b
A
A
A
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% UAM Azcapotzalco
S —
% Grafica los resultados de la variable matricial sey
% _____________________________________________________________________
figure(1) if step==0
clf;
subplot(6,1,1)
umax=max (max (sey(2:H+2,2:N+2))) ;
umin=min(min(sey(2:H+2,2:N+2)));
surf(x,t,sey(2:H+2,2:N+2)’);
xlabel(’x’);
ylabel(’t’);
title(line_status);
view(97,28);
subplot(6,1,2)
plot(x,sey(2:H+2,1),’-r’);
grid on;
subplot(6,1,3)
plot(x,sey(2:H+2,N+2),’-g’);
grid on;
drawnow;
else
subplot(6,1,4)
umax=max (max (sey(2:H+2,2:N+2))) ;
umin=min(min(sey(2:H+2,2:N+2)));
surf(x,t,sey(2:H+2,2:N+2)’);
xlabel(’x’);
ylabel(’t’);
title(line_status);
view(97,28);
subplot(6,1,5)
plot(x,sey(2:H+2,1),’-r’);
grid on;
subplot(6,1,6)
plot(x,sey(2:H+2,N+2),’-g’);
grid on;
drawnow;
end

Comentarios

Estas notas intentan dar un procedimiento conciso y teoricamente fundamentado para motivar y ayudar a los
estudiantes en la solucién de problemas de control éptimo en ecuaciones en derivadas parciales. Por favor envia
tus comentarios y sugerencias a cbarron@correo.azc.uam.mx.
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