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Conjugate Gradient Algorithm for Solving an Optimal Control Problem on
a System of Partial Differential Equations

1 Introduction
Given the partial differential system:

WPy ed —y=0 mQ=(0,L)x(0,7T)

(x 0) = vo, t=0,
—uay(,()o 4 — , z =0,
p 2l — g, x=L.

With an appropriate function v(t, x), the system can be controlled, by example on = 0 or = L. Let choice
one control in x; = 37 L,i=0,1,..., M (see figure 1).
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(l‘ 0) = Yo, t= 07
1 SE
_MaJ(Ot) Xou(t) =vo (), =0, (SE)
WD () = o (1), e =L
In this case, the corresponding control problem is
Find u* € U,
{ J(u*) < J(v),Yoel (CP)

where

J () = // XV dedt—i—f// dedt—i—f/ (z,T) — z (x))* du,
?OZ/O vfdxdt+21//Qy2dxdt+22/0 (y (z,T) — z(z))? da,
i=0

v; = x;v (z,1), z(z) is a given function to reach at ¢t = T', and y is the solution of (SE) for v (see figure 1).
The equivalent form as an optimization problem is:

kO 2 2 kQ/L _ 2
{)nelLr}J Z/ cdt + — // dzdt + 2, (y(z,T) — z(x))" de,

where y is the solution of (SE) given v.
In this case, the objective of the optimization problem is to reduce the cost or weight of control variable v, keep
lower the cost of the evolution of the system y (x,t), and reduce the cost of final state of the system y (z,T).
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Figure 1: System (SE)

The continuous case is computing by a perturbation of (CP) and (SE) and using the optimally condition 6.J (v)

(

2 The continuous case
0.
M T L
= kOZ/ v;0v;dt + kq // y5ydxdt+k2/ (y (x,T) (2)) oy (z,T)d
o) 0
The perturbation system of the equation (SE)
‘%y ,ua oy +686“ —dy—x;0v=0 ImQ@Q=(0,L)x(0,T)i=1,...,.M—1
t=20
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Let p(z,t) a sufficiently smooth function that allow to integrate (6SE) in @

0oy 0%y 9oy
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dxdt + € dxdt — poydzdt — px;0vdadt
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// p(é)t
= e ]

The integration of (0SE) is achieved by the formula of integration by parts

53/

b b
/ vdu = vul’ / udv
a a

Therefore
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where x;,p = Dp;.
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Figure 2: Discretization on time of (SE).
the adjoint system is
p(,T) =k (y(z,T) —z(x)), =z€ [O,L}
pse (0,t) +ep(0,t) =0 t€0,7T]
2
P4 pdL+etp=—ky, inQ
also
M
VJ (v) =

3 Discretization on Time

The discretization on time of J* (v) is

N N L L
At At k1At n k 2
P @ =GP+ R [ iar+ [ @) ar
2 n=0 2 n=0"0 2 0
where N > 0,and At = %

Now, the forward discretization on time of (SE) is

Y’ = yo.
forn=0,...,N
n+l_,n 524 Hy™

T ) (5520
_ 9y"(0) _ . n

o0 Yo
H yaa: = vnM'

Figure 2 depicts (SE®Y).

The optimal condition is

5IA (v) = (vf‘ (v) ,51))“

At



And

JAt Atzvndv +k1AtZ/ n5y"dx—|—]<12/ N+16yN+1dZ‘.

By the other hand, the perturbation of (SE®?) is

dy° = 0.
forn=0,...,N
n+1 n 2 n
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_,,00y"(0) _ Som,
a5y {h) _
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Now, multiplying these by appropriate functions p™ for integrating:
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Therefore the discritization on time of the adjoint system (see figure 3) is
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Figure 3: Discretization on time of adjoint system of (SE).

N = fpyNHL,
forn=N,...,1

_ P ASEA?
e éﬁj 1+/’(’aajp+6 +p :_klyna ( )

P (L) + ep™ (L) = 0.

And At
v ) = o = pn (0)}Y, .

3.1 Fully discretization

Let H > 0 an integer, and Az = h = % The indices for axis x are —1 < j < H + 1. Note that two sets
of points are added on j = —1, and j = H + 1, this is convenient because the frontier conditions on z = 0
(—u% =wv(t),)andz =1L (u% = 0) can be inserted before and after the points of interest 0 to H on x.
The corresponding fully discrete steady equations (see figure 4)are

y;'):yO,jaj:Oa"'aH
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The adjoint equations (see figure 5) are
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Figure 4: Fully discretization of (SE).
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Figure 5: Fully discretization of adjoint system of (SE).
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And the corresponding perturbation equations are
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The corresponding control problem is

P (CPLY)
TR (w) < TR (), Yo eV An
where
At o kA NI e th
T = LT+ I N ) ]
n=0 n=0 j=0 J:O

and y = {y] }szji\f;ril is the solution of (SE4%) with v.

4 The Conjugate Gradient Algorithm
The CG algorithm for the fully discrete control problem (CPﬁ;) is:

1. Given ¢ (the tolerance to stop the algorithm), 0 < ¢ < 1, and {u”>0} e V.

2. Solve the equation (SE4), and

0<n<N+1
n, O} - =

0<n<N
with the solution {yj

solve (ASEZ!) to et{ @,0} )
ve (ASER,) to 82t (2571 | e

—1<j<H+1
.01 0SPEN
3. Compute ¢° = { ™0+ o } , and set w® = ¢°.

Now, we have u*, g¥, and w*.



(gk+l)gk+1

(9°,9%9),

4. If < €2 take uF*! as the solution and stop.

5. Compute k =k + 1.

6. Solve the equation (5SE§;), and

0<n<N+1 0<n<N
with the solution § = {(5 7-L’k'} o solve (ASER!) to get p = { 7-L’k} )
Y Vit S i cieni (ASE, ) to get b = {p; e
0<n<N
_ nk ) == _
7. Compute g* = {w”’k + Dy } , k= (gk,gk)v, uFtl = b — pFwk and gFt! = gF — pFgh.
(gk+17gk+1 9 bt 1 .
8. If Y < €2 take u*t! as the solution and stop.
(9°.9%)y,
k+1 k+1
9. Compute v* = W, and whth = ghtl 4 ykgh

10. Go to step 5.

Motivacion

Se ha preferido dejar esta seccin al final, ya que las notas estn dirigigas principalmente a estudiantes de posgrado
interesados en desarrollar sus propios simuladores y que posiblemente saben de la importancia de la Teora de
Control sobre Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Parciales.

De la abundante literatura, sélo mencionamos para ecuaciones diferenciales parciales el libro [4] y de Control los
libros [1, 3]. Las notas se elaboraron a partir de las platicas [2].

El siguiente problema es un caso de una ecuacién parabdlica con tres componentes de fenémenos fisico-quimicos.

1. Adveccion. Es la variacién escalar en cada punto de un campo vectorial, por ejemplo el arrastre de
contaminante en un medio.

2. Reaccién. Es la respuesta o reaccién del sistema, por ejemplo el proceso de cambio de calor de un sistema.

3. Difusion. Es el gradiente (cambio o transporte) de los componentes del sistema.

0 c RYL d>1

T

r € RY
t € [0,T]

I = 00
Q=0x[0,T

Figure 6: Dominio del Sistema 77
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Ecuacién parabdlica de adveccion (V- V), reaccion(f (¢)) y difusién (V- (AVp)) en el tiempo que llamaremos
Sistema de la Ecuacion de Estado

9 V- (AVe)+V -Vo+ f(p)=0en Q=0 x[0,T],
AV -n=0en X =T x[0,7], . (SEE)
0 (2,0) =@y (z) 2 €Q

donde Q € R? (d > 1, dimensién) es el dominio, una regién suave, con frontera I' = 92 suave, n representa un

vector unitario normal en I' (apuntando hacia fuera de ), T > 0 es el tiempo (incluso T' = 00).
d
La figura 6 muestra el dominio de (SEE). El producto interno - es el usual (a,b € R% a-b= 3" a;b;), A es una
i=1
funcién tensor real (matriz de difusion), V : Q — R? es una funcién vectorial, f : R — R es una funcién real y
o(x,t) es la funcién del fenémeno que ocurre en Q.
Ademsés se asume que:

A(z)€ - € > a|é)® V€ € R para casi todo z € Q

lo que significa que A es uniformemente definida positiva para casi todo x en Q.
Para la funcion vectorial V' se tiene:

V-V = 0 (libre de divergencia)
ov .
5 = 0 (constante en el tiempo)
V-n = 0onl

Veamos las razones por lo que un control es necesario.
Sea una funcién reacciéon dada por

flp) =C—Xe?

donde C, A\ > 0 son constantes reales positivas.
Entonces la solucion de estado estable para tal f de

dp

it — 12
4 f ) =0 (12
esté dada por
_ InC
SOS - )\

Note que @, es constante por lo que la ecuacién (12), sustituyendo ¢, se cumple (ya que f (p,) = C — Xe®s =
C— X' =0).

Se supone que para t < 0, el sistema estuvo en su solucion estacionaria estable ¢ = ..

Ahora con ¢ = ¢, en t = 0 se introduce una perturbacién constante en dy, independiente de = y ¢ (o sea con
Vip =0y 22 =0).

Dado que se trata de una perturbacién constante en el tiempo y el espacio, el sistema evoluciona bajo el siguiente
modelo de una ecuacién diferencial ordinaria:

C(li—f = Xe¥ —C, X\, C > 0, constantes reales
p(0) = ¢, +dp

Este modelo se comporta con una perturbacién constante y positiva, dp > 0, de forma que ¢ — 400 (pero
ademds en un tiempo finito crece muy rdpidamente), o bien si la perturbacién es negativa, d¢ < 0, se tiene que
Vi_soo —> —00 O sea tiende a menos infinito conforme avanza el tiempo.
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Lo anterior significa que alrededor de una solucién de estado estable, la introduccién de una pequena perturbacién
constante hace al sistema inestable.

Para verificar lo anterior se procede mediante el Método de Euler para integrar numéricamente a la ecuacién
anterior:

((11—(: = Ae¥ —C, A\, C > 0, constantes reales
InC
e (0) = == +dp

Sin perdida de generalidad tomamos At =1, C =1,A=1,6p = 0.1 > 0 y aproximamos Z—f por una a diferencia
entre el tiempo n y el tiempo n — 1. De donde resulta
Pn = €XP (@n—l) + Prn—1— 1.
La condicién inicial es
o =22 +5p=0.1
Por tanto
v, =exp(0.1)+0.1—-1=0.20517
vy = exp (0.20517) 4+ 0.20517 — 1 = 0.4329
g =exp (0.4329) + 0.4329 — 1 = 0.974 64
w, =exp (0.97464) + 0.97464 — 1 =2.6248
(2.
(

w5 =exp (2.6248) +2.6248 — 1 = 15.427

g = exp (15.427) + 15.427 — 1 = 5.010 3 x 10°

©7 = exp (5.0103 x 10%) +5.0103 x 10% — 1 = 4.3922 x 102175945

Note que ¢ (t) crece muy réapidamente en tiempo finito, o sea tiende aceleradamente a co.
Suponiendo que dp = —0.1 < 0, con las mismas constantes C' y A, se tiene

pg=—0.1

v, =exp(—0.1)+(—0.1) -1 =—-0.19516

@y = exp (—0.195 16) + (—0.195 16) — 1 = —0.37246
@y = exp (—0.37246) + (—0.37246) — 1 = —0.683 42
@4 = exp (—0.68342) + (—0.68342) —1 = —1.1785
@5 = exp (—1.1785) + (—1.1785) — 1 = —1.8708
0 = exp (—1.8708) + (—1.8708) — 1 = —2.716 8
@7 = exp (—2.7168) + (—2.7168) — 1 = —3.6507
g = exp (=3.6507) + (=3.6507) — 1 = —4.6247
Qo = exp (—4.6247) + (—4.6247) — 1 = —5.6149

w10 =e€xp(—5.6149) + —5.6149 — 1 = —6.6113

p11 =exp(—6.6113) + —6.6113 —1 = —7.6100

En este caso ¢ (t) es decreciente y lentamente tiende a —oo.

En cualquier caso es claro que se necesita un control para evitar tales comportamientos y regresar al sistema a
la solucién de estado estable ¢,.
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