Anilisis de algoritmos

Notas de clase basadas en
Andlisis de Algoritmos y Complejidad Computacional de lan Parberry

Dr. Francisco Javier Zaragoza Martinez
franz@correo.azc.uam.mx

UAM Azcapotzalco
Departamento de Sistemas

Trimestre 2012 Otofio

Francisco Zaragoza (UAM Azcapotzalco) Analisis de algoritmos Trimestre 120

@ Anlisis de algoritmos
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o La teoria de la complejidad computacional es el estudio del costo
involucrado en la solucién de los problemas.
o Se desea medir la cantidad de recursos: tiempo, espacio, etc.
o Y se desean analizar al menos dos aspectos:
2 Cota superior: dar un buen algoritmo.
2 Cota inferior: probar que ningtin algoritmo es mejor.
o El andlisis de algoritmos es el andlisis de los recursos usados por un
algoritmo dado.
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o Los algoritmos eficientes llevan a programas eficientes.

o Los programas eficientes se venden mejor.

o Los programas eficientes hacen mejor uso del hardware.

o jLos programadores que escriben programas eficientes son mejores!
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@ Analisis de algoritmos
(@ Divide y venceras

@ Programacién dindmica
@ Algoritmos glotones

(8 Bisqueda con retroceso
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@ Anlisis de algoritmos

o Teoria de la complejidad computacional
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Clases de complejidad

o La cantidad de recursos se puede ver como una funcién.
o Las funciones se pueden catalogar en clases de complejidad:

Logaritmicas (log, n).
Lineales (3n+1).
Cuadrdticas (n® — n+ 1).
Polinomiales (n* + n? + 1).
Exponenciales (2").

3
<
<3
<3
<3
> Factoriales (n!).

o De polinomial hacia arriba es bueno. Hacia abajo es malo.
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o El problema que se esté resolviendo.

<

El lenguaje de programacion.

<

El compilador.

o El hardware.

<

La habilidad del programador.

<

La efectividad del programador.

<

El algoritmo.
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Contenido Induccién matematica

@ Andlisis de algoritmos
o La induccién matematica es una técnica de demostracién que se
@ Induccién matemdtica puede aplicar a muchos tipos de problemas.

o Para demostrar que una cierta propiedad se cumple para todo natural
n se deben probar dos cosas:
@ Que la propiedad se cumple para n = 1.
@ Para toda n > 1, si la propiedad se cumple para n entonces también se
cumple para n+ 1.

o A esto se le llama el caso base y el caso inductivo.
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Alternativas Primer ejemplo de i

o El caso base puede cambiar: o Demuestre que 14+2+--- 4+ n=n(n+1)/2 para toda n > 1.
@ La propiedad se cumple para n = 3.
@ Para toda n > 3, si la propiedad se cumple para n entonces también se
cumple para n+ 1.

o Primero para n = 1: el lado izquierdo es igual a 1, el lado derecho es
igual a 1(1+1)/2 y son iguales.

o Ahora suponga que 1 +2+ -+ n=n(n+1)/2 para alguna n > 1.
Entonces el lado izquierdo es:

o Puede haber varios casos base:
@ La propiedad se cumple paran=1,n=2y n=3.
@ Para toda n > 3, si la propiedad se cumple para n entonces también se

cumple para n+ 1. 142+--4+n+(n+1) = n(n+1)/2+(n+1)

(n+1)(n/2+1)
(n+1)(n+2)/2.

o El caso inductivo puede cambiar:
@ La propiedad se cumple para n = 1.
@ Para toda n > 1, si la propiedad se cumple paratodal < m<n
entonces también se cumple para n+ 1. o Que es igual al lado derecho correspondiente.
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o Demuestre que si 1+ x > 0 entonces (1 + x)" > 1+ nx para toda raiz

n>1 / \

o Para n =1 notamos que ambos lados son iguales. i X
k niveles k niveles

o Ahora suponga que (1 + x)"” > 1+ nx para alguna n > 1. Entonces:

n+l o _ n
(1+x) = (1+x)(1+x) o Demuestre que un arbol binario completo con k niveles tiene

> (1+x)(1+nx) exactamente 2X — 1 nodos.

2
= 1+ (n+1)x+nx o Para empezar, observe que un drbol binario completo con 1 nivel tiene
> 1+(n+1)x. exactamente 1 = 2! — 1 nodo.

o Para terminar, observe que un arbol binario completo con k + 1 niveles
consiste de la raiz y dos drboles binarios completos con k niveles.

Por lo tanto tiene 1+ 2(2K — 1) = 2k*1 — 1 nodos.

o Que es lo que queriamos demostrar.

<
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ejemplo de una desigualdad n ejemplo geométrico

no1
=127
o Para n =1 el lado izquierdo vale % <1

o Demuestre que > < 1 para toda n > 1.

o Ahora suponga que el enunciado es cierto para n, entonces:

n+1

1 1.1 1
7 T oatattoe
i=1
1 n 1/1 N 1 P 1
T2 2\2 4 2n
_ 1.1 1
S22 = 2
1 1 o Demuestre que cualquier conjunto de regiones definidas por n rectas

< 2 + 2 1 en el plano se puede colorear con sélo dos colores de modo que no
= 1. existan dos regiones del mismo color que compartan una arista.

o Que es lo que querfamos demostrar.
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ejemplo de rompecabezas

o Un tromind es una figura en forma de L formada por la yuxtaposicién
de tres cuadrados unitarios.

o Demuestre que se puede tapizar con trominds cualquier cuadricula de
2" x 2™ a la que le falta un cuadrito en una posicién arbitraria.

o {Qué puede decir de las cuadriculas de n x n?
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@ Anilisis de algoritmos

o Andlisis de correctitud

Zaragoza (UAM Azcapotzalco) Anlisis de algoritmos Trimestre 120 10 / 303

Correctitud de algoritmos recursivos

o Se demuestra por induccién en el tamaiio del problema a resolver
(por ejemplo, la cantidad de elementos en un arreglo o el nimero de
bits en un entero).

La base de la recursién es la base de la induccién.

[+

[+

Se debe demostrar que las llamadas recursivas son en efecto
subproblemas, es decir, que no se tiene una recursién infinita.

<

El paso inductivo se hace suponiendo que las llamadas recursivas
funcionan correctamente para demostrar que la llamada actual
también funciona correctamente.
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Maximo recursivo

o Sea Ajq,...,Ap un arreglo con n enteros y considere la funcién
méximo(n) que regresa A; si n < 1y méx(méximo(n — 1), A,) en
caso contrario.

o Demostremos por induccién que maximo(n) regresa max(Ay, ..., Ap).
o Para n =1 la llamada maximo(n) regresa A;.

o Suponga que n > 1y que maximo(n) regresa max(Ai, ..., Ap).

o Entonces, la llamada maximo(n + 1) regresa

méx(méximo(n), Any1)

es decir
méx(méx(A1, ..., An), Ant1)

o bien
max(A1, ..., An, Ant1).
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n ejemplo combinatorio

010 110
011111
001101

000 100

o Un cddigo Gray es una secuencia circular de los 2" distintos nimeros
binarios de n bits de modo que cada pareja de nilimeros consecutivos
difiere exactamente en un bit.

o Demuestre que existen cédigos Gray para toda n > 1.
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Correctitud

o ;Cémo sabemos que un algoritmo funciona?
» Lo probamos con ejemplos.
+ Demostramos que funciona.

o Puede ser que las simples pruebas no encuentren errores, por lo que
seria peligroso sélo hacer pruebas.

o jLas demostraciones también pueden contener errores!

o En la practica se usa una combinacién de las dos.
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Numeros de Fibonacci recursivos

o Fo=0 F=1yF,=F, 2+ F, 1paran>2.
Considere la funcién fib(n) que regresa nsin <1y
fib(n — 2) + fib(n — 1) en caso contrario.

<

o Demostremos por induccién que fib(n) regresa F,.

o Para n =0 la llamada fib(n) regresa 0 = Fo.

o Para n =1 la llamada fib(n) regresa 1 = Fy.

o Suponga que n > 2y que para toda 0 < m < n la llamada fib(m)
regresa Fp,.

o Entonces, la llamada fib(n) regresa

fib(n — 2) + fib(n — 1) = Fo_z + Fn_1 = Fn

que es lo que queriamos demostrar.
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Multiplicacién recursiva

o Para toda x real definimos | x| como el mayor entero que no excede x
(la parte entera de x).

Funcién multiplica(y, z)

@ Si z = 0 entonces regresa 0.

@ Si z es impar
@ entonces regresa multiplica(2y, [z/2]) +y,
@ si no regresa multiplica(2y, |z/2]).

o Demostremos por induccién en z que para toda y,z > 0 la llamada
multiplica(y, z) regresa yz.
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o Para z =0 la llamada multiplica(y, z) regresa 0.
o Ahora suponga que z > 0 y que para toda 0 < g < z la llamada
multiplica(y, q) regresa yq.

o Analice el algoritmo un ciclo a la vez, comenzando en el ciclo mas
o i Qué es lo que regresa multiplica(y, z + 1)? interno en el caso de ciclos anidados.
o Si z+ 1 es impar entonces multiplica(y, z + 1) regresa o Proponga un invariante para cada ciclo, es decir, un enunciado que

permanezca verdadero a lo largo de la ejecucién del ciclo y que

multiplica(2y, [(z +1)/2]) +y = Zyl(z+1)/2] +y capture el progreso hecho por el ciclo.

= 2y(z/2) +y o Demuestre que el invariante se cumple.
= y(z+1) o Use el invariante para demostrar que el ciclo termina.
o Si z+ 1 es par entonces multiplica(y, z + 1) regresa o Use los invariantes para demostrar que el algoritmo calcula el valor
correcto.
multiplica(2y, [(z +1)/2]) = 2y|(z+1)/2]
= 2y(z+1)/2
= y(z+1).
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@ Si n=0 entonces regresa 0.

o Nos concentraremos en algoritmos con sélo un ciclo. @ a+0,b+1,i2.

o Denotaremos por x; al valor de la variable x inmediatamente después @ Mientras i < n haz:
de que termine la i-ésima iteracién del ciclo. @ c+a+b,

o Esto significa que xg es el valor de x justo antes de comenzar el ciclo. 2 Z“ b,

o Usaremos esta notacidn para indicar el funcionamiento del algoritmo. i ,-:,-C_;_ 1.

@ Regresa b.

o Demostraremos que fib(n) regresa Fy.
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Valores de las variables Invariante y demostracién

o La variable i cumple que ip =2 e ij;1 = ij + 1.

o La variable a cumple que ag =0y aj;1 = b;.

o La variable b cumple que by = 1y bjp1 = Gja1. o Invariante: ij = j +2, a; = F; y b; = Fj; para toda j > 0.

o La variable ¢ cumple que jp1 = aj + by. o Lo demostraremos por induccién en j.
o Para j=0tenemos ip =2, a=0=Foy bp=1= Fi.
A ° éhora suponga que j >0y queij=j+2 a;=Fyb =Fii.
ntonces:
i =i+1=0+2)+1=(+1)+2
> a1 = b= Fay
 biyn =g =aj+bj = Fj+ Fjia = Fjia.
o Que es lo que se queria demostrar.

Francisco Zaragoza (UAM Azcapotzalco) Anlisis de algoritmos Trimestre 120 Francisco Zaragoza (UAM Azcapotzalco) Anlisis de algoritmos Trimestre 120 30 / 303

Funcién maximo(n)

o Ahora demostraremos que el algoritmo regresa F,. -
D m<+ Ap, i+ 2.

@ Mientras i < n haz:

@ Si A; > m entonces m < A;.
o El algoritmo termina cuando i; = n+ 1. @ i+ i+1

o Esto es claramente cierto para n = 0.

o Si n > 0 entonces se entra al ciclo.

o Por el invariante i; = j + 2 esto ocurre cuando j = n — 1. @ Regresa m.

o Por el invariante b; = Fj1 el algoritmo regresa b, 1 = F.
o Demostraremos que maximo(n) regresa max(Ay, ..., A,).
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Valores de las variables Invariante y demostracién

o Invariante: jj = j +2y mj = max(Ay, ..., Aj1).
o La variable i cumple que ip =2 e 11 = ijj + L. o Lo demostraremos por induccién en j.
o La variable m cumple que mo = Ay y mj 1 = max(mj, A;). o Para j =0 tenemos iy = 2 y mg = max(Ay).
o Suponga que j >0, ij =j +2y mj = méx(Ai,...,Aj+1). Entonces

Ejemplocon n=4y A=(3,1,4,1) 1=+ 1=(G+2)+1=(G+1)+2y

mjt1 = méx(mj.A,})

o Que es lo que queriamos demostrar.
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Correctitud Multiplicacién iterativa

Funcién multiplica(y, z)

o Demostraremos que el algoritmo termina con m conteniendo el valor @D x 0.
maximo en Ag, ..., A, @ Mientras z > 0 haz:
o El algoritmo termina cuando i; = n+ 1. 4; }S/i:ezsyi.mpar entonces X < x +y.
o Por el invariante i; = j + 2 esto ocurre cuando j = n — 1. @ z¢ |z/2).
o El valor final de m es mp_1 = max(Ay, ..., As). @ Regresa x.

o Demostraremos que multiplica(y, z) regresa x = yz.

Francisco Zaragoza (UAM Azcapotzalco) Anlisis de algoritmos Trimestre 120 36 / 303

Zaragoza (UAM Azcapotzalco) Anlisis de algoritmos Trimestre 120

Valores de las variables Invariante y demostracién

L b | 3 _, o Invariante: y;z; + x; = yozp para toda j > 0.
o La var!a € y cumple Yo =Yy Yj+1 = <Y o Lo demostraremos por induccién en j.
o La variable z cumple zp = z y zj,1 = |z/2]. o Para j = 0 tenemos yozo + X0 = YoZo.
o La variable x cumple xp = 0 y xj+1 = x; + yj(zj mod 2). © Supongamos que j > 0y que y;zj + xj = yoz. Entonces:
Ejemplocony =6y z=5 Yit1Zi41 + X1 = 2y;|zj/2] + xj + yj(zj mod 2)
j = ¥j(2z/2] + (z; mod 2)) + X;
YjZj+ X

= Yoo

o Que es lo que queriamos demostrar.

o Nota: usamos que n = 2|n/2| + (n mod 2) para todo entero n > 0.
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@ Anlisis de algoritmos

o Demostraremos que el algoritmo termina con x = yz.
o A cada iteracién del ciclo el valor de z disminuye.

o Por lo tanto existe un paso j tal que z; = 0. ¢ Notaciones O, 2y ©
o En este momento el ciclo termina.

o Por el invariante y;z; + x; = yozo deducimos x; = ypzo.
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Implementacién de algoritmos Notacién O (Omi

o Considere los siguientes tres procesos:
2 Un programador toma un algoritmo y lo transcribe como un programa.

> Un compilador toma un programa y lo vuelve un ejecutable. o De manera informal diremos que f(n) es O(g(n)) si f crece a lo
2 Una computadora lo ejecuta con una entrada y obtiene una salida. mucho tan répido como g.
o En ellos aparece un factor constante que depende de varios factores: o Dicho de otra forma, g es una cota superior para f.

> La habilidad y efectividad del programador.
2 El lenguaje de programacién y el compilador.
2 La velocidad y otros recursos del hardware.

o De manera formal, f(n) € O(g(n)) si existen constantes ¢ >0y
ng > 0 tales que f(n) < cg(n) para toda n > ng.

. . o Generalmente demostraremos que f(n) € O(g(n)) por induccién.
o Es por eso que nos interesa medir el uso de recursos como una q (n) € O(g(n)) p

funcién del tamafio de la entrada ignorando los factores constantes.
o Usaremos tres notaciones que ignoran los factores constantes.
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Primer ejemplo de notacién O Segundo ejemplo de notacién O

o Demostraremos que 2™+! € O(3"/n).

o Para ello escogeremos c =1y ng = 7.

o Para n =7 la desigualdad 28 = 256 < 312 < 37/7 es cierta.
o Ahora suponga que n > 7'y que 2"t < 3"/n. Entonces:

o Demostraremos que logy n € O(n).
o Para ello escogeremos c =1y ng = 1.

o Para n =1 la desigualdad log, 1 = 0 < 1 es cierta.

o Ahora suponga que n > 1y que log, n < n. Entonces: ont2  _ 9. ontl
< 2-3"/n
| 1) < logy2 =
oga(n+1) < log2n Sy
= logo,n+1 S E1h
< n+1l = 3" /(n+1).

o Que es lo que querlamos demostrar. o Que es lo que queriamos demostrar.

o Nota: Usamos que n > 2 si y sélo si 3n > 2n+ 2 si y sélo si
3n/(n+1)>2.
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Notacién Q (Omega) Notacién © (Zeta)
o De manera informal diremos que f(n) es Q(g(n)) si f crece al menos o De manera informal diremos que f(n) es ©(g(n)) si f crece
tan répido como g. esencialmente tan rdpido como g.
o Dicho de otra forma, g es una cota inferior para f. o Dicho de otra forma, g es un multiplo de f.
o De manera formal, f(n) € Q(g(n)) si existen constantes ¢ >0y o De manera formal, f(n) € ©(g(n)) si f(n) € O(g(n)) y
ng > 0 tales que f(n) > cg(n) para toda n > ng. f(n) € Q(g(n)).
o Nota: en algunos lugares se define Q de forma distinta. o Nota: a la letra © se le llamaba theta hasta 1992.
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Ejercicio Ordenes comunes

Constante O(1): determinar si un ndmero es par.

[+

<

Logaritmico O(log n): bisqueda binaria.

[+

o Sea f(n) = 3r° — 16n + 2. Polilogaritmico O((log n)€): decidir si n es primo.

if(n) € O(n)? if(n) € O(n®)? if(n) € O(n")?
if(n) € Q(n)? if(n) € Q(n°)? if(n) € Q(n*7)?
if(n) € ©(n)? if(n) € ©(n®)? if(n) € ©(n17)?

[+

Lineal O(n): busqueda lineal, suma de n bits.

<
<

Linearitmico O(nlog n): ordenamiento por mezcla.

<
[+

Cuadratico O(n?): ordenamiento de burbuja.
Ciibico O(n®): algoritmo de Warshall.

Polinomial O(n€): acoplamiento maximo.

<
<

<

<

Exponencial O(c™): generacién de cadenas c-arias.

<

Factorial O(n!): generacién de permutaciones.
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Primer teorema de la suma

Teorema

Si fi(n) € O(g1(n)) y f2(n) € O(g2(n)) entonces
fi(n) + fo(n) € O(g1(n) + g2(n)).

o fi(n) < c1g1(n) para toda n > ny.
o fr(n) < coga(n) para toda n > ny.
o Sea ng = max(ny, n2) y co = méx(ci, c2). Entonces para toda n > ng

fi(n) + f(n) < cgi(n) + c2g2(n) < co(gr(n) + g2(n))-
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Teorema de la multiplicacién

Teorema

Si fi(n) € O(g1(n)) y f2(n) € O(g2(n)) entonces
fi(n) - f2(n) € O(g1(n) - £2(n))-

o fi(n) < c1g1(n) para toda n > ny.
o fr(n) < coga(n) para toda n > ny.
o Sea ng = méx(ny, ) y ¢ = c1 - ¢o. Entonces para toda n > ng

fi(n) - () < c1gi(n) - caga(n) = coga(n)gz(n)-
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Ejemplo

o Considere un algoritmo que toma tiempo 2n para todas las entradas
de n bits excepto una para la que toma tiempo n".

o Peor caso: ©(n").

o Caso promedio: © (W) =0 ().

o Probabilistico: O(n) con probabilidad 1 — 4.
o Amortizado: Una secuencia de m ejecuciones con entradas distintas

toma tiempo amortizado O (%) =0 ("TT:)
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Tiempo de ejecucién de la multiplicacién

Funcién multiplica(y, z)

@ x 0.

@ Mientras z > 0 haz:
@ Si z es impar entonces x <~ x + y.
@ y< 2.
Q@ z+ |z/2].

@ Regresa x.

o Supongamos que y, z tienen n bits.

o La llamada, la asignacién y el regreso cuestan O(1) cada una.

o La decisién y las asignaciones dentro del ciclo cuestan O(1) cada una.
o El ciclo se ejecuta un maximo de n veces.

o Por lo tanto todo el proceso toma tiempo O(n).

Francisco Zaragoza (UAM Azcapotzalco) Anilisis de algoritmos Trimestre 120 55 / 303

Teorema

Segundo teorema de la suma

Si fi(n) € O(g1(n)) y f(n) € O(g2(n)) entonces
fi(n) + f2(n) € O(méx(g1(n), g2(n)))-

o fi(n) < cig1(n) para toda n > ny.
o f(n) < crgo(n) para toda n > ny.

o Sea ng = max(ny, m) y ¢g = ¢1 + ¢». Entonces para toda n > ng:

fi(n) + f(n) < cgi(n)+ cg2(n)
< (c+ c2) mix(gi(n), g2(n))

= coméx(gi(n), g2(n)).
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Tipos de andlisis (tiempo de ejecucién)

<

Peor caso: se desea encontrar el maximo tiempo de ejecucién usado
por cualquiera de las posibles entradas de cierto tamafio.

o Caso promedio: se desea encontrar el tiempo de ejecucién esperado
dada una distribucién de probabilidad (generalmente uniforme) de las
entradas de cierto tamafio.

[+

Probabilistico: se desea encontrar el tiempo de ejecucién esperado y
la probabilidad de que esto ocurra.

o Amortizado: se desea encontrar el tiempo de ejecucién promedio de
una serie de ejecuciones.
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Complejidad temporal

o Casi siempre haremos analisis de peor caso.

[+

i Cuanto tiempo toma ejecutar el algoritmo en el peor caso?

> Asignacién: O(1).

> Llamar a una funcién: O(1).

2 Salir de una funcién: O(1).

5 Decisién: el tiempo de la prueba mds el peor tiempo de las ramas.

» Ciclo: la suma de los tiempos de cada una de las iteraciones.
o Para los algoritmos iterativos serd suficiente usar esto y los teoremas
de la suma y del producto.

o Para los algoritmos recursivos sera ligeramente distinto.
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Tiempo de ejecucién del algoritmo de burbuja

Funcién burbuja(A, n)

@ Parai+1an—1haz:
@& Paraj<+ 1lan—ihaz
@ Si A;j > Aji1 entonces intercambia Aj con Ajy;.

o La llamada, la decisién y el regreso cuestan O(1) cada una.
o El ciclo interno se ejecuta n — i veces y cuesta O(n — i).

o El ciclo externo cuesta
n—-1 n—1
) (Z(nf i)) =0 (Z ;) =0 (@) = o(n?).
i=1 i=1

También se puede probar que toma tiempo Q(nz) y por lo tanto
tiempo ©(n?).

<
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Facilitando el anélisis Ejemplo

o En principio, se podria calcular exactamente el tiempo o el ndmero de o En el ejemplo del algoritmo de la burbuja, la operacién fundamental
pasos necesarios para ejecutar un algoritmo. es la comparacién.
© Pero esto es generalmente innecesario. o El tiempo de ejecucién serd un factor constante del ndmero total de
o En lugar de esto, identifica la operacién fundamental que se usa en comparaciones.
el algoritmo. o La decisién hace 1 comparacidn.
o Generalmente el tiempo de ejecucién es un miiltiplo constante de la o El ciclo interno hace n — i comparaciones.
cantidad de operaciones fundamentales. . -1 . .
P o El ciclo externo hace > 7_; (n — i) comparaciones.
o Asi que no hay necesidad de hacer un andlisis linea por linea. .
q Y P o En total se hacen n(n— 1)/2 comparaciones.
o Sélo es necesario calcular exactamente la cantidad de operaciones 5
o Esto es O(n?).

fundamentales.
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Detalles a considerar Algoritmos y problemas

o Las notaciones O, Q y © significan cosas distintas cuando se le

o ;Qué significa que el algoritmo de la multiplicacién sea O(n)? aplican a algoritmos o a problemas.
o Hicimos una suposicién sobre el modelo de cémputo: o El algoritmo de burbuja toma tiempo O(n?):
> Supusimos que cada suma de n bits toma tiempo O(1). 2 iPero es lo mejor que puedo decir? Tal vez soy demasiado flojo como
2 Esto sélo es cierto en el modelo de palabras. para descubrirlo o tal vez no se sabe.
> En el modelo de bits la misma suma toma tiempo O(n). o El algoritmo de burbuja toma tiempo ©(n?):
o No decir toda la verdad también es mentir: 2 Esto es lo mejor que se puede decir.
s El algoritmo de la multiplicacién también toma tiempo O(n?). o El problema de ordenamiento toma tiempo O(nlog n):
o Hay que tener una idea de cudnto vale el factor constante. » Existe un algoritmo que puede ordenar en tiempo O(nlog n), pero no

. . 22222 . sé si existe un algoritmo mds rapido.
3 No es lo mismo hacer 2n operaciones que 2 n operaciones.

» Un factor constante muy grande puede volver impractico un algoritmo. o El problema de ordenamiento toma tiempo ©(n log n):

> Existe un algoritmo que puede ordenar en tiempo O(nlog n) y ningtin
otro algoritmo es mds rapido.
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@ Anlisis de algoritmos o Una cola de prioridad tiene las siguientes operaciones:

2 Insertar un elemento.
2 Borrar y regresar el elemento mas pequefio.
o El monticulo es una implementacién popular.
o Un monticulo es un drbol binario con datos en los nodos que satisface
las siguientes propiedades:
> Balance: es un arbol binario completo excepto porque pueden faltar
algunos nodos del lado derecho del dltimo nivel.
s Estructura: el valor de cada nodo padre es menor o igual que el de sus
nodos hijos (y por lo tanto que el de todos sus descendientes).

o Andlisis de la estructura monticulo
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Ejemplo de borrado 2 Ejemplo de borrado 3

N N
VANERVAN VANVAN
A A A A
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o seboraos | o gemrcin 1 |
N, N,
VANGVAY NANVAN
A A A A A
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o gemorcinz | o gemrcins |
N, N
/\ /\ /\ /\
A A A A A A
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Implementacién de un monticulo Analisis de las operaciones en un monticulo

 Un monticulo con n nodos usa un arreglo Ay, ..., Ay o Sea {(n) el nimero de niveles de un monticulo con n nodos.
o La raiz estd almacenada en A;. o Borrado del minimo:
o El hijo izquierdo del nodo A; estd en Ay;. > Borrar la raiz toma tiempo O(1).

. . Reemplazar la raiz toma tiempo O(1).
o El hijo derecho del nodo A; estd en Apji1. j Se haEen o(t(n) intercambioi 1)
o Insercién de un elemento:

2 Colocar la hoja toma tiempo O(1).

=[3,9,5,11,20, 10, 24, 21, 15, 30, 40, 12]. > Se hacen O({(n)) intercambios.

Ejemplo de arreglo
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udnto vale ¢(n)?

o Un arbol completo con k niveles tiene exactamente 2% — 1 nodos.

o Por lo tanto, un monticulo con k niveles tiene al menos 21 nodos y
menos de 2% nodos. En otras palabras:

1< n <2k
k—=1< logon <k
k—1< |logon| <k-1.

o Por lo tanto {(n) = k = |logy n] + 1.
o Esto significa que el borrado e insercién en un monticulo toman
tiempo O(log n) cada uno.
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Construccién del monticulo de arriba para abajo

SN

o El costo de una insercién es proporcional a la altura.
. . . (n)—1 .o
o El nlimero de inserciones es < 371" j2/ € ©(nlog n).

o Se puede probar por induccién que

k
> j2l = (k= 12K 42 € ©(k2¥).
j=1
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Célculo del dltimo término

o No es dificil ver que el dltimo término es < 2:
1< -
= w2
i=1
= )
= > (ki)
i=0

k k—1 . 1 k—1 .
- 2722'7272,'2'
i=0 i=0
k(2K —1)  (k—2)2k+2
2k 2k
k+2
—

= 2

o Por lo tanto construir el monticulo toma tiempo O(n).
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Derivacién de relaciones de recurrencia

o Para derivar una relacién de recurrencia para el tiempo de ejecucién
T(n) de un algoritmo recursivo:

D Decida qué sera el tamafio n del problema.

@ Vea cudles valores de n se usan como base para la recursién. Puede ser
un solo valor ny o varios.

@ Calcule T(ng). Normalmente bastard decir que es constante.

@ El valor general de T(n) serd normalmente la suma de varios valores de
T(m) (las llamadas recursivas) mds el trabajo adicional hecho.
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o Para ordenar n nimeros:

@ Insertar los n niimeros en un monticulo vacio.
@ Borrar el minimo n veces.

o Cada insercién cuesta O(log n). Por lo tanto la primera linea cuesta
O(nlog n).

o Cada borrado cuesta O(log n). Por lo tanto la segunda linea cuesta

O(nlog n).

Por lo tanto el ordenamiento por monticulo cuesta O(nlog n) en el

peor de los casos.

<
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Construccién del monticulo de abajo para arriba

SN SN

o El costo de una insercién es proporcional a la altura.

o El nldmero de inserciones es

o(n) on) . ony .

. i 1 1

<Y (i =120 <2t €0 ny 5
i=1 i=1 i=1

o jCudnto vale el dltimo término?
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@ Anlisis de algoritmos

o Derivacién y solucién de relaciones de recurrencia
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Forma general de una relacién de recurrencia

o En general

c sin=n
T(n) = { aT(f(n))+g(n) en otro gaso

donde:
@ c es el tiempo de ejecucién del caso base,
@ np es el tamafio del caso base,
@ a es la cantidad de llamadas recursivas,
@ f(n) es el tamafio de las llamadas recursivas y
@ g(n) es el tiempo de ejecucién de todo el procesamiento no incluido en
las llamadas recursivas.

o ;Cémo cambia esto si las llamadas recursivas son de diferentes
tamafios?
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Solucién de relaciones de recurrencia Contenido

@ Analisis de algoritmos

o Una técnica se llama sustitucion repetida.
o Dada una relacién de recurrencia para T(n):

@ Sustituya algunas veces hasta que vea un patrén.

@ Escriba una férmula en términos de n y la cantidad /i de sustituciones.

@ Escoja el valor de i para que todas las referencias a T (i) sean

referencias al caso base.

@ Calcule la suma resultante. o Anélisis de multiplicacién de enteros

o No funcionard siempre, pero en la prictica funciona frecuentemente.

Francisco Zaragoza (UAM Azcapotzalco) Analisis de algoritmos Trimestre 120 81 / 303 Francisco Zaragoza (UAM Azcapotzalco) Anlisis de algoritmos Trimestre 120 82 / 303

Recurrencia para multiplicacién de enteros Sustitucién re

o Suponga que n > 1. Entonces:

Funcién multiplica(y, z) T(n) = T(h—1)+d
@ Si z = 0 entonces regresa 0. = (T(n—=2)+d)+d
@ Si z es impar = T(n—-2)+2d
@ entonces regresa multiplica(2y, [z/2]) +y,
@ si no regresa multiplica(2y, |z/2]). = (T(n—=3)+d)+2d
— T(n—3)+3d.

o Sea T(n) el tiempo de ejecucién de multiplica(y, z) cuando z es

. © Hay un patrén: parece que después de i sustituciones
entero de n bits. Entonces Y P P q P

T(n):{ . P T(n)=T(n—i)+id.
T(n—1)+d en otro caso o Si escogemos i = n — 1 entonces

para algunas constantes c y d. T(n)=T(h—=(n-1)+(n-1)d=T@Q)+(n—1)d = c+(n—1)d.

o Pero esto no es una demostracion. ;Por qué?
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,'i P TRY .
o Demostraremos que T(n) = ¢ + (n— 1)d por induccién en n. @ Analisis de algoritmos

o Para n =1 tenemos que T(1) = c+ (1 —1)d = ¢, lo cual es cierto.

o Ahora supongamos que n > 1y que T(n) = ¢+ (n— 1)d. Entonces
T(n+1) = T(n)+d

c+(n—-1)d+d

c+nd.

o Anilisis de ordenamiento por mezcla
o Que es lo que querfamos demostrar.
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Ordenamiento por mezcla Sustitucién repetida

Funcién ordenamezcla(L, n) © Suponga que n > 1. Entonces:
@ Sin<1 entonc<.es regresa L. . ) T(n) = 2T(n/2) +dn
@ Parte L en dos listas L1 y Ly del mismo tamafio (n = ny = n/2). — 2(2T(n/4)+ dn/2) + dn
@ Regresa mezcla(ordenamezcla(Ly, ny), ordenamezcla(La, n2)). — 4T(n/4) + 2dn

= 4(2T(n/8) + dn/4) + 2dn
= 8T(n/8) + 3dn.

o Vamos a hacer dos suposiciones:

2 Que n es una potencia de 2.
2 Que la funcién mezcla puede mezclar dos listas ordenadas con un total

de n elementos en tiempo O(n). o Aparece el patrén T(n) = 2/T(n/2") + idn.
o Sea T(n) el tiempo de ejecucién de ordenamezcla(L, n). Entonces © Tomando i = log; n se tiene que
T c sin=1 T(n) = 282" T (n/2'°%2") + dnlog, n = dnlog, n + cn.
(n) = 2T(n/2)+ dn en otro caso

o Por lo tanto T(n) € O(nlog n).

para algunas constantes c y d. o De nuevo, esto no es una demostracion.
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@ Anilisis de algoritmos Teorema

Si n es una potencia de ¢ entonces la solucién a la recurrencia

d sin=1
T(n):{ aT(n/c)+bn sin>1

esta dada por:
o T(n)e O(n)sia<c,
o T(n)€ O(nlogn)sia=co
o Un teorema general o T(n) E O(nIogc a) sia>c.
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Inicio de la prueba Prueba de la sustitucién iterada

. P S
o Si n = c* obtenemo: r sustitucion . - .
s ¢ tenemos por sustituc o Demostremos eso por induccién en i.

T(c%) = aT(c*!)+ bck o El enunciado es trivial para i = 0 (dice que T(c¥) = T(c*)).
= a[aT(c*2) + bck~1] 4 bck o Supongamos que es cierto para i sustituciones.
- 2 -,—(Ck-z) + bek (f + 1) o Entonces, en la siguiente sustitucién:
c
_ _ a . . i—1 2
= a*[aT(c*73) + bck=2] + bck (— + 1) T(ck) = aT(ck)+ bek (% bt iz +24 1)
) < c c c
3T(k=3 k(a2 ) ) ) 5i-1 2 a2
a>T(c"°) + bc <52 + < +1)A = J[aT(ck 1) + bek—] + bck <F+”'+§+Z+l>
B o ) ) ) i 2
o Aparentemente, después de / sustituciones obtenemos: EVAS} T(Ck,(,ﬂ)) 1 bek <i, T % I g i 1)
i—1 2
kY _ i (k=i w2 a a
T(e) =a'T(c"") + be (Cifl Tt 2 + c + 1) : que es lo que querfamos demostrar.
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Simplificacién del lado derecho Progresiones geométricas

-+ _ k=1
o Asi, después de k sustituciones tenemos que: o Defina S =355 o

o Si @ > 1 entonces observe que

. . (a1 2 3
T(c) = a*T(1)+ bc (ﬁ+---+—2+—+1> k k—1
c ¢ < i i k
1 aS — Sk = Zu - a'=a" -1
= da*+ bck Z(a/c)ﬂ = =0
=0 y por lo tanto Sy = ‘:::11.
o En otras palabras, tenemos que: 0 Si0 < a<1entonces defina S = 32 a y observe que
log, n—1 0 0
T(n) = dn<*+bn > (afc). S—as=Ya'-Yai=1
i=0 i=0 i=1
o Sélo nos falta calcular la suma del lado derecho. y por lo tanto Sy < S = 2.
—a
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Primer caso Segundo caso

o Si a < c entonces

log. n—1 o Si a = c entonces

T(n) = dn'%24 bn Z (a/c) log, n1
=0 T(n) = dn%?+bn Y (a/c)
< dn'8? 4 pn a/c)f i=0
,-;( /) = dn+ bnlog.n.

bn
—a-
c

= dn'%%? 4 I o Entonces podemos concluir que

o Como log. a < 1 entonces podemos concluir que T(n) € O(nlogn).

T(n) € O(n).
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Tercer caso Si n no es potencia de ¢

o Si a > c entonces

log. n—1 @
T(n) = dn'%?4 bn Z (a/c) °
i=0 5
aylogen _ 1
dn'og<? bn(c)ai °
21
—  dn'oga 4 b&
]
¢ @

o Entonces podemos concluir que

T(n) € O(n'°%?).
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Generalmente n no serd una potencia exacta de c.
i Qué se puede decir en esos casos?
Esencialmente lo mismo.

Suponga que ck-t <n< ck entonces
T(ck’l) < T(n)< T(ck)A

En los tres casos se puede ver que O(T(ck~1)) = O(T(c¥)) y por lo
tanto T(n) es del mismo orden.
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o
(@) Divide y venceras

5]

o
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() Divide y vencerds
o Anélisis de maximo y minimo

5]

<

<

<

(=

(=
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Una de las técnicas mas comunes de disefio de algoritmos es la
llamada divide y venceras.
Para resolver un problema usando esta técnica se debe:

» Dividir el problema en subproblemas mdas pequefios.

2 Resolver los subproblemas mds pequefios.

2 Combinar sus soluciones para resolver el problema grande.

Ejemplos: bisqueda binaria, ordenamiento por mezcla, etc.
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imo por separado

Considere el arreglo de enteros a = (a1, a2, ..., an).
Se puede encontrar el méximo de a con n — 1 comparaciones.
Se puede encontrar el minimo de a con n — 1 comparaciones.

Por lo tanto se puede encontrar el maximo y el minimo del arreglo a
con 2n — 2 € O(n) comparaciones.

iSe podran encontrar con menos de O(n) comparaciones?

i Se podrén encontrar con menos de 2n — 2 comparaciones?
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minimo simultaneamente alisis de correctit

<

<

o Divida el arreglo a la mitad.

<

o Encuentre recursivamente el maximo y el minimo en cada mitad.

<

o Regrese el maximo de los maximos y el minimo de los minimos.

<

Funcién maxmin(i, )

@ Sij—i <1 entonces
@ regresa max(aj, a;) y min(aj, a;).
@ Si no entonces
@ haz (b, d) < maxmin(i, [ (i +)])
@ haz (c,e) < maxmin(|3(i +j)| +1,J)
@ regresa max(b,c) y min(d, e).

<
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Por induccién en n =/ — i+ 1.

El algoritmo claramente funciona para n < 2.

Supongamos que el algoritmo funciona para j —i+1 < n.

i Cudnto valen los pardmetros de las llamadas recursivas?

Depende de la paridad de j — i + 1. Por ejemplo, si j — i + 1 es par

1. . 1. .
i+ =50+j-1)
y por lo tanto
1. . . 1. . .
LE(I+j)J*I+1:§(jfl+1)<j*l+1A

En todos los casos el rango disminuye, eventualmente se llega al caso
base y el algoritmo funciona.
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o Sustituyendo obtenemos que
T(n) = 2T(n/2)+2
o Sea T(n) la cantidad de comparaciones hecha por maxmin(/, ) = 202T(n/4) +2) +2
cuando n=j—i+1. — 4T(n/4)+4+2
o Supongamos que n = 2 para algin entero k.

o En este caso, cada uno de los subarreglos mide n/2 = 2k=1 y por lo

tanto tenemos que = 2'T(n/2") + Z2j para toda 1l <j <k
j=1
T(n) = 1 sin=2 k—1
| 2T(n/2)+2 en otro caso. — k-1 T(2)+22j
j=1
= 214 (2" -2)
3
= 5” —-2.
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() Divide y vencerds
o Conocemos un algoritmo para multiplicar dos enteros de n bits.
© Andlisis de multiplicacion de enteros grandes o Cuando analizamos ese algoritmo descubrimos que hace O(n) sumas.
o Sin embargo, cada suma hace O(n) operaciones de bits.
o Por lo tanto, ese algoritmo hace O(n?) operaciones de bits.

o ;Se podrd multiplicar dos enteros haciendo menos multiplicaciones?
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Primera idea Primer analisis

o Suponga que y y z son dos enteros de n bits.
o Suponga también que n es una potencia de 2. o Esta idea nos sirve para calcular yz con 4 multiplicaciones de nimeros

o Divida y y z en dos mitades (cada una con n/2 bits) de /2 bits y algunas sumas y corrimientos.

o El tiempo de ejecucién queda dado por

= a2"%+b
in=1
— 224 4. _ @ sin
z ¢ + T(n) 4T(n/2)+ fBn sin>1
o Por lo tanto .
o El teorema general nos dice que T(n) € O(n?).
yz = (‘32"/2 + b)(c2"/2 +d) o Esto no mejora el algoritmo anterior.

ac2" + (ad + bc)2"/? + bd.
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Segunda idea Segundo andlisis

o Sin embargo, yz se puede calcular de esta otra forma:

@ Sea u=(a+ b)(c+d). o Esta nueva idea nos sirve para calcular yz con 3 multiplicaciones de
8 2* v= abcﬁ nimeros de n/2 bits y algunas sumas y corrimientos.
3 = .
@ SZ: )V(V: V2" (u— v — w)2"? + w. o El tiempo de ejecucién queda dado por
o Verifiquemos que esto funciona: v sin=1
T(n) = 3T(n/2)+d6n sin>1
X = v2”+(u7vfw)2"/2+w
= ac2"+ ((a+ b)(c + d) — ac — bd)2"? + bd o El teorema general nos dice que T(n) € O(n'°823) s O(n'5%).
= ac2"+ (ad + bc)2"? + bd o Esto si mejora el algoritmo anterior.
= yz.
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o ;Qué tan rapido se puede multiplicar dos nimeros de n bits?

El algoritmo obvio tarda O(n?). (2 Divide y venceras
El algoritmo de divide y vencerds tarda O(n'°823) (descubierto en

1960 por Karatsuba).

Entre 1963 y 1966 Toom y Cook descubrieron un algoritmo que tarda

O(n'og35).

En 1971 Schénhage y Strassen descubrieron un algoritmo que tarda

O(nlog nloglog n) usando la transformada répida de Fourier.

<

<

o Andlisis de multiplicacién de matrices grandes

(=

(=

o En 2007 Fiihrer descubrié un algoritmo que tarda O(2°0°8" M nlog n).
o Se cree que ningtin algoritmo puede tardar menos que Q(nlog n).
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Multiplicacién de matrices Divisién de las matrices

o Dividamos cada una de X, Y y Z en cuatro matrices:

o Sean Yy Z dos matrices de n x n. (T J (A B ([ E F
X= K L Y= Cc D Z= G H )’
o El algoritmo comtin y corriente para calcular el producto X = YZ

hace O(n®) operaciones (multiplicaciones y sumas). o Entonces tenemos que

o Si cada operacién se tarda O(1) entonces este algoritmo se tarda

o(n®). | = AE+BG

o jPodemos hacerlo mas rapido? J = AF+BH
K CE + DG

L = CF+ DH.
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o Sustituyendo obtenemos
T(n) = 8T(n/2)+dn?

= 8(8T(n/4)+ d(n/2)?) + dn?
= 82T(n/22) + 2'dn? + 20dn?

o Sea T(n) el tiempo que nos toma multiplicar dos matrices de n x n
con esta idea.

o Podemos suponer que n = 2K.

i—1

o Entonces . i1 = 8'T(n/2") + dn? Z 2/
Tn) = { 8T(n/2) +dn? sin>1 e

= 8KT(1) +dn?(2k-1)

= o’ 4 dn’(n—1).

o Por lo tanto T(n) € O(n%), lo cual no es una mejora.
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Algoritmo de Strassen Andlisis de correctitud

My =(A+ C)(E+F).
M, = (B+ D)(G + H).

[

[¢]

@ Mz = (A — D)(E + H). o Se puede verificar que los célculos anteriores funcionan.
@ My =A(F - H). o Por ejemplo:

® Ms=(C+ D)E. J = Myt M

® Ms = (A+ B)H. = A(F—H)+(A+B)H
@ My =D(C —E). = AF —AH+AH + BH
® /=M + Ms = Mo~ My. — AF + BH.

@ J= My+ Ms.

@ K= Ms+ M.

@

L=M; — Ms— My — Ms.
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o Sustituyendo obtenemos

T(n) = 7T(n/2)+ dn®

o Sea T(n) el tiempo que nos toma multiplicar dos matrices de n x n = 7(7T(n/4) + d(”/2)2) +dn”
con el algoritmo de Strassen. - 72 T(n/22) + 71dn2/41 + 70dn2/40
o Podemos suponer que n = 2K. i1
o Entonces = 7iT("/2f) + dn? 2(7/4)1
T(n) = { c , sin= 1 1:0k
7T(n/2)+dn* sin>1 _ 7kT(1)+dn2(77//44) 711

= el 4 %d(nIog27 —n?).

o Por lo tanto T(n) € O(n'°827) ~ O(n?>®#7), lo cual si es una mejora.
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o jQué tan rapido se puede multiplicar dos matrices de n x n? @ Divide y venceras

(=

El algoritmo obvio tarda O(n3).
El algoritmo de Strassen tarda O(n'°227) (descubierto en 1971).

o En 1990 Coppersmith y Winograd descubrieron un algoritmo que Andlisis d ick
tarda O(n%379). o Anglisis de Quicksort

(=

<

Ningtn algoritmo puede tardar menos de O(n?).

o Muchos investigadores creen que si existen algoritmos que tardan
O(n?).
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Algoritmo genérico Andlisis del caso promedio

o Sea S una lista de n enteros distintos.

o Sea T(n) la cantidad promedio de comparaciones usadas por
quicksort cuando ordena n enteros distintos.

Funcién quicksort(S)

@ Si|S| <1 entonces o Claramente T(0) = T(1) =0.

@ Regresa S o Suponga que a es el elemento i més pequefio de S. Entonces
@ Si no entonces 2 Scl=i—1,

@ Escoge un elemento a de S jcémo? s |S-|=1y

@ Sean S, S_ y S. los elementos de S queson < a, =ay > a 2 |Ss|=n—i.

respectivamente

b S de dividi ,S5-y S don—1
@ Regresa (quicksort(S.), S_. quicksort(S.)) o Observe que S se puede dividir en S y S- usando n

comparaciones.

o El elemento a se llama pivote.
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Ecuacién recurrente Simplificacién

o Observe que

n n n
o Las llamadas recursivas usan T(i — 1) y T(n — i) comparaciones. Z (TE=1)+T(n-1i))= Z T(i-1)+ Z T(n—1)
o El valor de i puede ser cualquiera entre 1y n. i=1 =1 =1
o La probabilidad de cada valor es la misma. o Equivalentemente
o Por lo tanto, para n > 2 tenemos n o1 1 o1
L ‘ ‘ Z(T(f71)+ T(nfi)):ZT(/)JrZT(i):ZZT(i).
T(n)= nfl+E;(T(/71)+ T(n—1i)). i=1 =0 =0 i=0

o Por lo tanto
2/7—1
T(n)=n—1+— T(i).
()=n-1+2370)

o ;Cbémo resolvemos esta ecuacién? jNo por sustitucién!
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Reescritura de la ecuacién

o Multiplicando la ecuacién por n tenemos que

Cambio de variable

o o Definiendo S(n) = ;37 T(n) tenemos que S(0) = S(1) =0y
nT(n)=n—n+2> T(i). 2n—1)
=0 S(n)=S(n—1)+—F——-.
n(n+1)
o Reescribiendo esto mismo para n — 1 tenemos que
n—2 o Por lo tanto S(n) =0 paran< 1y S(n) < S(n—1)+ 2 para n > 2.
(n=1)T(n-1)=(n— 1)2 —(n—1)+2 Z T(i). o Abhora si, por sustitucién repetida tenemos que
i=0

o Restando estas dos ecuaciones obtenemos

nT(n)—(n—1)T(n—1)=2n—-2+2T(n—1) < S(n72)+i+g

es decir nT(n) = (n+1)T(n—1) +2(n— 1). - o
o Dividiendo entre n(n+ 1) tenemos que < S(n—i)+2 Z 1
T(n) _T(n=1)  2An-1) jen—it1d
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o Por lo tanto

1 " dx
5(n>ss<1>+227g2/ & _2mn.

j=2 !

Francisco Zaragoza (UAM Azcapotzalco)

S(n) < S(n- 1)+%

Anlisis de algoritmos Trimestre 120 130 / 303

Analisis del peor caso

5]

Quicksort es ligeramente mejor que ordenamiento por mezcla en el
caso promedio.

o jPero qué pasa en el peor caso?
o Y finalmente o Por ejemplo, si i =1 a cada paso entonces T(1) =0y
T(n) = (n+1)S(n) T(n)=T(n—1)+n—1paran>2.
< 2n+1)inn o En/este caslo se puede demostrar que T(n) € @'(nQ).
2+ 1)log, n/ log, e o ?:;rq:j:sgwd(sort es mucho peor que ordenamiento por mezcla en el
1.386nlog; n.

o

Es decir, quicksort hace O(nlogn) comparaciones en promedio.

Zaragoza (UAM Azcapotzalco)
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Andlisis del mejor caso
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Anilisis de correctitud

o La prueba es larga y tediosa, pero la idea principal es que se debe
demostrar que a cada paso se reduce el tamafio de la lista en las
llamadas recursivas.

o Por ejemplo, si i = n/2 a cada paso entonces T(1) =0y para n>1

T(n)=2T(n/2)+n—1. o Este analisis no depende de qué se escoja como pivote. Sin embargo,

@

@

En este caso es facil demostrar que T(n) = nlogn+ O(n).

Por lo tanto, quicksort hace sélo 39 % mdas comparaciones en el caso
promedio que en el mejor caso.
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Complejidad del ordenamiento

o
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iqué se deberia tomar como pivote?
2 Una versién simple toma al primer o al dltimo elemento de la lista.
2 Otra versién toma al elemento justo al centro de la lista.
2 Otra versién toma un elemento seudoaleatorio de la lista.
2 Otra versién toma un elemento cercano a la mediana.

Cada una de estas versiones tiene sus ventajas y desventajas.
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o Todo algoritmo de ordenamiento debe ordenar su entrada.
© ;Qué tan rdpido se pueden ordenar n elementos? o La entrada puede venir ordenada de n! formas distintas.
o Eso depende de qué operaciones se permita hacer con ellos. o El algoritmo no sabe cuél de esas entradas es.
© Quicksort y ordenamiento por mezcla hacen comparaciones. o Como cada comparacién sélo puede tener dos valores posibles, el
o Demostraremos que los algoritmos de ordenamiento basados en espacio de bisqueda se reduce a lo mucho a la mitad con cada una.
comparaciones deben hacer al menos Q(nlog n) comparaciones. o Por lo tanto, si el algoritmo puede ordenar en un méaximo de T(n)
o Existen algoritmos sencillos que hacen O(n) operaciones (de otro comparaciones entonces

Francisco Zaragoza (UAM Azcapotzalco)

tipo) para ordenar n elementos.
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(=
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2T > pI

Es decir T(n) > log n!
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Aproximando log n! Conclusién

o Observe que

<

Entonces T(n) € Q(nlog n).

Por lo tanto, cualquier algoritmo de ordenamiento basado en
comparaciones debe hacer Q(nlog n) comparaciones en el peor caso.

(n!)2:(1«2-~n)(n«~-2»1):ﬁk(nwtlfk)‘
k=1

<

o La expresién k(n+ 1 — k) toma su valor minimo cuando k =10
k = n'y toma su valor maximo cuando k = (n+1)/2.

(=

Ordenamiento por mezcla cumple con la cota pero quicksort es peor.

(=

También se puede demostrar que cualquier algoritmo de ordenamiento
n 2 n (n+1)? basado en comparaciones debe hacer Q(nlog n) comparaciones en el
H n<(nl)” < H 4 caso promedio.

k=1 k=1

Ordenamiento por mezcla y quicksort cumplen con esta cota.

o Por lo tanto

<

o Es decir n"/2 < n! < (n+1)"/2".
o Equivalentemente %nlogn <logn! < nlog ”TH

o Por lo tanto log n! € ©(nlog n).
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Contenido k-seleccién

() Divide y vencerds o Sea S un arreglo con n enteros distintos.
Seal< k<n.

El problema de k-seleccién consiste en encontrar el k-ésimo
elemento mas pequefio de S.

<

<

(=

o Andlisis de seleccién lineal Una forma de resolver el problema es ordenando Sy regresando Sy.

(=

Este algoritmo se tarda O(nlog n).

(=

i Podemos hacerlo mas répido?
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o Consideremos un algoritmo parecido a quicksort.

Funcién seleccién(S, k)
@ Si |S| <1 entonces o Sea T(n, k) el nimero promedio de comparaciones usadas por
@ Regresa 51 seleccién(S, k) en una lista S de tamafio n.
@ Si no entonces o Sea T(n) el maximo de T(n,1), T(n,2),..., T(n,n).
@ Escoge un elemento a de S jcémo? > Obviamente T(1) = 0.

@ Sean S, S_y S. los elementos de S queson < a, =ay >a
respectivamente

@ Seaj=|S|

@ Si k=j+1 regresa a.

@ Sino, si k < j regresa seleccién(S<, k)

@ Si no, regresa seleccién(Ss, k —j —1).
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Tiempo de la llamada recursiva Desigualdad recursiva

o Como |S<|=jy|Ss| =n—j—1lallamada recursiva hace en o Por lo tanto el tiempo promedio de la llamada recursiva es

promedio < T(j) 6 < T(n—j — 1) comparaciones.

o Observe que j puede tomar cualquier valor de 0 a n — 1 con la misma < 1 T(h—i—1 .
= —j-1)+ T

probabilidad. ~n Z (n=J ) Z u)

o Por lo tanto el tiempo promedio de la llamada recursiva es

j=0 j=k

o Como separar S en S, S—y S- hace n — 1 comparaciones

=
<IN (TG 6Tt j-1). -
=0 T(n) < =Y T(-j-1)+> TG | +n-1

j=0 j=k
o ;Cudndo es T(j) y cuéndoes T(n—j—1)? ! . 1J

2 Si k <j+1 hace recursién en S. y tarda T(j). 1 - R .

2 Si k=j+1 termina. = 4 z T(j)+ZT(]) +n—1.

j=n—k+1 j=k

> Si k> j+1 hace recursién en S y tarda T(n—j —1).
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Escogiendo el valor de k

o ;Qué valor de k maximiza esta expresién?

n-1 n-1

> T+ TH)

j=n—k+1 j=k

o Disminuir el valor de k borra un término de la suma izquierda y
agrega un término a la suma derecha.

o Recordemos que T(1) < T(2) <...< T(n).

o Por lo tanto debemos escoger k ~ n — k + 1.

o En particular, si n es impar entonces k = %(n +1).
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Paso de induccidn

o Entonces:

A

n

2 n—1
T(n) < - Ty)| +n—-1
J=(n+1)/2

IA

J=(nt1)/2

8 n—1
n( > oG-1)]+n-1

=G T
= - Zj— Zj +n—1.

Jj=1 j=1

Francisco Zaragoza (UAM Azcapotzalco) Anlisis de algoritmos Trimestre 120 147 / 303

() Divide y vencerds

o Andlisis de bisqueda binaria
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Ecuacién recursiva

o Supongamos que n es una potencia de 2.
o Sea T(n) el mdximo niimero de comparaciones usadas por la funcién
en un arreglo con n elementos.

o Entonces
0 sin=1
T(n) = { T(n/2)+1 sin>1
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Prueba de la desigualdad

o Por lo tanto

n—1
Z TG)) +n—-1.

J=(n+1)/2

T(n) <

SN

o Ahora demostraremos por induccién que T(n) < 4(n—1).
o Esto es cierto para n =1 pues 0 = T(1) < 4(1—-1) =0.
o Ahora supongamos que T(j) < 4(j — 1) para toda j < n.
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Continuacién

o Simplificando:

T(n) < %<(n71)2(’772)*(n73)én71)>+”*1
= %(4n2712n+87n2+4n73)+n71
= 477794rE
n
< 4n—4.

o Y por lo tanto T(n) € O(n) en promedio.
o En el peor caso T(n) € O(n?) (como quicksort).
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Blsqueda binaria

o Encuentre el indice de x en el arreglo ordenado A;, ..., A;.

o Suponiendo que x si estd en el arreglo.

Funcién binaria(A, x, i, )

@ Sii=j entonces regresa i.

@ Sino:
@ Hazm= L%j
@ Si x < A, entonces regresa binaria(A, x, i, m).
@ Si no regresa binaria(A, x, m+ 1, j).
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Solucién de la ecuacién recursiva

o Por lo tanto

T(n) = T(n/2)+1
(T(n/4)+1)+1
= T(n/2%)+2
T(n/2") +i
T(1)+logn

= logn.

o Y entonces T(n) € O(log n).
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@ Programacién dindmica
o Cdlculo de combinaciones

@ Programacién dindmica
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Conteo de combinaciones Algoritmo de divide y venceréds

o Para escoger r objetos de entre n

2 se escoge el primer objeto y después se escogen r — 1 objetos de entre Funcién escoge(nA r)
los n — 1 restantes o
2 no se escoge el primer objeto y después se escogen r objetos de entre @ Sir=0or=n entonces regresa 1.
los n — 1 restantes. @ Si no regresa escoge(n — 1, r — 1) + escoge(n — 1, r).
o Por lo tanto
(") — <,r] - 1) + <": 1>' o Se puede demostrar que funciona por induccién en n.
r _

o El caso base es cuando r =00 r = n.
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‘

Andlisis del tiempo de ejecu iPor qué es tan lento?

o Sea T(n,r) la cantidad de veces que se llega al caso base cuando se 5 / \ 5
llama a escoge(n, r). o ) N o () “
o Ent
renees _ &) ) 6] )
T(nr) = 1 sir=0o0r=n / N\ 7/ \ 7/ \
’ T(n—1,r—1)+ T(n—1,r) en otro caso 3 3 3 3)
o De donde inmediatamente T(n, r) = (7). (SS (\f) G; Eg) G; (é) (%3 (\g)

o {Qué tan malo es esto? /AT A A I\
o Se puede demostrar que T(n,n/2) € ©(2"). (é) (}) (é) (i) (é) (i) (é) (D

o El problema es que se calcula el mismo valor una y otra vez.
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Algoritmo de programacién dinamica Varias formas de llenar la tabla P

(=

Usemos un arreglo P;; para almacenar (j’) 0123 0123

(=

Observe que para calcular P;j sdlo se necesita saber cudnto valen
Pi—1j-1y Pi—1j.

Se puede escoger un orden adecuado para calcular las entradas de P
de modo que cada calculo sélo depende de otros célculos ya hechos.

(=

[+

Hay varias posibilidades para ese orden, por ejemplo, la del famoso
triangulo de Pascal.

<

Todas ellas se pueden ejecutar en tiempo O(nr).

0 ~NOoO O WN - O

0 N O WN - O
W~NOCA WN - O

<

Con cuidado sélo necesitaran espacio O(r).
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@ Programacién dindmica

o Problema de la mochila

Francisco Zaragoza (UAM Azcapotzalco)

Anlisis de algoritmos Trimestre 120 161

Algoritmo de divide y vencerés

o Sea f(i,j) la respuesta a la pregunta jexiste un subconjunto de los
primeros i objetos tal que su volumen total sea j?
o ;Cudndo es (i, ) verdadera?
2 Sii=0yj=0 (caso base).
2 Sii>1y f(i—1,j) es verdadera (no se usa el objeto j).
2 Sii>1,j>viyf(i—1,j—v) es verdadera.
o En todos los demds casos f(i, ) es falsa.
o Es facil ver que este algoritmo se tarda ©(2") en calcular f(n,s).
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Dos formas de llenar la tabla F

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Francisco Zaragoza (UAM Azcapotzalco) Anlisis de algoritmos Trimestre 120 165

Producto encadenado de matrices

<

Considere el problema de calcular el producto de n matrices
rectangulares
M= My x My x---x M,

donde la matriz M; tiene ri_; renglones y r; columnas.

<

Suponga que se usard el algoritmo comun para multiplicar dos
matrices.

<

Entonces una multiplicacién de una matriz de p X g por otra matriz
de g x r requiere pgr operaciones.

<

o Pero algunos érdenes requieren menos operaciones que otros. El
problema es calcular la menor cantidad de operaciones posible.
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La multiplicacién es asociativa: se puede evaluar en cualquier orden.

303

303

303

303

El problema de la mochila

o Suponga que tiene n objetos con volimenes vy, va,..., v, y una
mochila de volumen s.
o jExistird un subconjunto de los objetos cuyo volumen total sea
exactamente s?
o Existen muchas variantes del problema, por ejemplo:
2 los objetos tienen costos y se quiere maximizar el costo,
2 se desea maximizar el volumen que se llena de la mochila,
2 hay una cierta cantidad de cada tipo de objeto, etc.
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Algoritmo de programacién dinamica

o Almacenemos el valor de f(/,) en la entrada F;; de una tabla.

<

Observe que para calcular F;; se necesita saber cuanto valen Fi_y;y
F/'—l,j—v,-

(=

En otras palabras, se necesita saber cudnto valen

Fic10,Fic1a, o5 Fic1ye

o Se puede escoger un orden adecuado para calcular las entradas de P
de modo que cada cdlculo sélo depende de otros calculos ya hechos.

o Hay varias posibilidades para ese orden.

<

Todas ellas se pueden ejecutar en tiempo O(ns).
o Con cuidado sélo necesitardn espacio O(n).
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enido

(@ Programacién dinamica

o Producto encadenado de matrices
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Ejemplos

o Suponga que r = (10, 20,50, 1, 100).
o Si se multiplica de derecha a izquierda

M = My x (Mo x (M3 x Ma))
entonces se requieren
50-1-100+20-50-100+ 10 - 20 - 100 = 125000

operaciones.
o En cambio, si se comienza en el centro

M = (My x (M2 x M3)) x My
entonces se requieren
20-50-1+10-20-1+10-1-100 = 2200

operaciones.
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Algoritmo de fuerza bruta Andlisis del algoritmo de fu uta

o Demostremos por induccién que X(n) > 2772, lo cual es cierto para

o Una posibilidad es la de intentar todas las formas de multiplicar n 1< n < 4. Ahora suponga que n > 5

matrices, es decir, todas las formas de colocar paréntesis

correctamente. n-1
o Sea X(n) la cantidad de formas de poner paréntesis a n matrices. X(n) = X(k)X(n— k)
Entonces X(1) = X(2) =1y k:i
n—1 > 2k—22n—k—2
X(n) =" X(k)X(n— k) pat
k=1 n—1
— 2/7—4
lo cual se puede ver de considerar el producto —
— _ n—4
(My X - X M) X (Mggq X -+ X My). = (n—1)2
> 2n—2_

o Por lo tanto X(3) =2y X(4) =5.

o En realidad se puede demostrar que X(n) = (" 72).
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Algoritmo de divide y vencerés Andlisis del tiempo de ejecucidn

o Sea T(n) el peor tiempo de ejecucién para calcular ¢(i, ) cuando

j—i+1=n
o Sea c(i, /) la cantidad minima de operaciones para calcular o Entonces T(0) = c y para n > 0 tenemos
M < - x M. 1
o ;Cudl es el costo de partir el producto en M,? T(n) = Z (T(m)+ T(n—m))+dn.
m=1
(M3 % Mic) X (Migga - < M) o Por lo tanto, para n > 0 tenemos
o Debe ser c(i, k) mas c(k + 1, /) mas la cantidad de operaciones n-1
necesaria para un producto de r;_1 X r por rx X r;. T(n)=2 T(m) + dn.
o Es decir c(i, k) + c(k + 1,j) + ri—1rirj. m=t
. . . o Entonces
o El producto se puede partir en i < k < j. T(n) — T(h—1)=2T(n—1)+d
o El caso base es c(i,i) = 0. .
es decir

T(n)=3T(n—1)+d.

o Esto se puede resolver por sustitucién para obtener T(n) € ©(3").
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Algoritmo de programacién dinamica Tres formas de llenar la tabla A

0123 0123

o De nuevo, estos dos algoritmos son demasiado lentos porque
resuelven los mismos subproblemas una y otra vez.

o Almacenemos c(i, j) en la entrada A;; de una matriz.

o Por lo tanto A;; =0y para i < j tenemos

Aij = min (Aix+ Axgry + ricirr) -
i<k<j

o Este algoritmo se ejecuta en tiempo O(n®).

0 ~NOoO O WN - O

0 ~NOoO A WN - O
W ~NOoOCA WN - O
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Contenido Operaciones con arboles binarios

o Los arboles binarios de blsqueda tienen cuatro operaciones
@ Programacién dindmica interesantes:
@ Encontrar una clave x en un 4rbol T.
@ Regresar la clave mas pequefa en un drbol T.
@ Borrar la clave x de un &rbol T.

A . . o, ) <
o Arboles binarios de bisqueda @ Insertar la clave x en un &rbol T.

<

Si el drbol binario tiene d niveles entonces todas estas operaciones se
pueden implementar en tiempo O(d).

o jPero qué tan grande puede ser d en términos de la cantidad n de
nodos del drbol?

o En el peor de los casos O(n) y al menos Q(log n).
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alisis del algoritmo de inserc tencién de la recurs

o Suponga que la raiz es x;.
o jCudl es el tiempo promedio que se toma en insertar n claves o Todas las claves x1, X2, ..., %1 van a la izquierda de la raiz, por lo
distintas en un &rbol binario de bisqueda inicialmente vacio? que se necesitan j — 1 comparaciones con la raizy T(j —1)
. , . comparaciones entre ellas.
o Suponga que queremos insertar en alglin orden aleatorio las claves
X1, X2, - - Xp donde x; < xp < - -+ < Xp. o Todas las claves xj;1, Xj12,...,X, van a la derecha de la raiz, por lo
. . L . . ue se necesitan n — j comparaciones con la raizy T(n—j
o El tiempo de ejecucién es proporcional a la cantidad T(n) de q . J p y T(n—=J)
. comparaciones entre ellas.
comparaciones entre claves.
. . . o Por lo tanto si x; es la raiz se necesitan
o Observe que es igualmente probable que cualquier clave x; (1 <j < n) J

sea la raiz del 4rbol (aquella que se haya insertado primero). TG+ T(h—j)+n-1

comparaciones entre claves.
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Solucién de la recursidn Contenido

o Por lo tanto T(0) =0y paran>0 )
@ Programacién dindmica

T(n) = %Z(TU—1)+T(n—j))+n—1
=

L=
- ;z; T()+n-1 o Arboles binarios de bisqueda éptima
=

o jPero esto es exactamente la misma férmula que la de quicksort!
o Por lo tanto T(n) € O(nlogn) en promedio.

o Y cada una de las n inserciones toma O(log n) en promedio.
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boles binarios de bisqueda éptima Nodos ficticios
o Afadamos nodos ficticios llamados 0,1,. .., n.

o El nodo i estard en el lugar al que llegariamos si se hiciera una
o Se tienen n claves x; < xp < -+ < Xp. biisqueda fallida de x con x; < x < Xi41.
o Para cada 1 < i < n se tiene la probabilidad p; de que se solicite una
bisqueda de x;.
o Para cada 0 </ < n se tiene la probabilidad g; de que se solicite una
bisqueda de x con x; < x < xj41 (donde xg = —00 y Xp41 = +00).
o Se desea construir un rbol binario de blsqueda que minimice la
cantidad esperada de comparaciones por solicitud de bisqueda.
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o Entonces la cantidad esperada de comparaciones es
o La profundidad P(x) de un nodo x se define como 0 si x es la raiz y n n
como P(y) +1si y es el padre de x. ZPh(P(Xh) +1)+ Z anP(h)
o La cantidad de comparaciones hechas para encontrar a x; es P(x;) +1 h=1 h=0

esto ocurre con probabilidad p;. .
y P pi donde el primer sumando corresponde con los nodos reales y el

o La cantidad de comparaciones hechas en la bisqueda fallida de x con segundo con los nodos ficticios.

Xi < X < xiy1 es P(i) y esto ocurre con probabilidad ;. o Llamémosle a esto el costo del arbol de bisqueda

o Ahora queremos encontrar el arbol de bisqueda de menor costo.
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El peso del arbol de bisqueda

Sea T;; el arbol de costo minimo ¢;; con nodos reales xj;1,...,X; y
nodos ficticios i,i +1,..., /.

<

<

Estamos interesados en To n y en co .

o Definamos el peso de T;; como
J J
Wij = Z Pt th-
h=i+1 h=i

[+

i Qué significa el peso de un arbol?

<

Observe que aumentar la profundidad de Tj; en 1 (haciéndolo hijo de
otro nodo) incrementa el costo de T;; en w; ;.
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Calculo recursivo de ¢;;

o Suponga que se escogié a xx como la raiz de T;;, entonces:

Gij = (Cik—1+ Wik-1)+ (ckj+ wkj)+ P«
= G-t + g+ (Wik—1+ Wiej + i)

J J
= Cik—1+Ckj+ Z ph+ Z%
h=i+1 h=i
= Cik-1t Ckj+ Wij.

o Por supuesto, en realidad

cij=_ min (cx-1+ Ckj+ wij).
5= min_(Gaes + G+ wig)
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@ Programacién dindmica

o Algoritmo de Floyd
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o de programacién dindmica

o Sea A la matriz de n X n que almacena en Ali, j] el costo minimo
de un camino de i a j pasando tnicamente por 1,2,... k.
o Obviamente, para k = 0 tenemos que:
> Aoli,i] =0 paratodal<i<n.
s Agli,j] = cij si existe un arco de i a j en D.
s Agli,j] = 400 en cualquier otro caso.

o Ademis, la matriz A, almacena los costos minimos de los caminos
entre todas las parejas de vértices. ;Por qué?
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Construccién recursiva de T;;

o Tj; es un drbol vacio con w;; = gj y ¢;; = 0.
o Si i < j entonces para encontrar T;; se debe escoger una raiz x
(i+1 < k < j) con hijo izquierdo Tj x_1 e hijo derecho Tj ;.

o Observe que si k =i+ 1 no hay hijo izquierdo y si k = j no hay hijo
derecho.
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Algoritmo de programacién dinamica

o Almacenemos ¢;j en C[i,j]y w;j en WIi,j].

o Estas dos cantidades se pueden calcular en tiempo O(n®).

@ Para cada 0 <7< nhaz W[i,i]« 0y C[i,i] < 0.
@ Paracadal</<nhaz
@ Paracada0<i<n-—/{haz
@D jite
@ W[ijl < W[i,j— 1]+ p; + q;.
@ C[i,j] < minii<i<i(Cli, k — 1] + C[k, j] + Wi, j])-
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Caminos de costo minimo

<

Sea D = (V, A) una gréfica dirigida con n vértices y suponga que
cada arco (u,v) € A tiene un costo ¢, > 0.

@ Un camino en D de u a w es una secuencia de k > 0 arcos

(vo, v1), (va, v2), - -+ (Vk—1, vk)

convg=Uuy vg=w.

(=

El costo de ese camino es la suma de los costos de sus arcos
S T Cw Tt Sy v

o Nos interesa encontrar los caminos de costo minimo entre todas las
parejas de vértices de D.
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Definicién recursiva de Ax

o Ya sabemos cudnto vale Ag. Supongamos que k > 0.
o ;Cbémo son los caminos de i a j que pasan por 1,2,...,k?
2 Si no pasan por k entonces son los mismos que pasan por
1,2,..., k—1.

2 Si pasan por k entonces sélo lo hacen una vez.

o Entonces los costos minimos de esos caminos son:
3 Ak—1[i,j] si no pasan por k.
o Ax-1[i, k] + Ax-1lk, j] si pasan por k.

o Por lo tanto

Ali, j] = min{Ag_1[i, ], Ak—1li, kK] + Ax_1[k, j]}-
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Usando sélo un arreglo Algoritmo de Floyd

Inicializacién
Para i <— 1 hasta n haz
@ Para j < 1 hasta n haz

Observe que todas las entradas de Ay dependen del renglén k y la @ Si (i,j) € A entonces A[i, j] + ;.
columna k de Ax_1. @ Si no entonces A[i,j] < +oo.

@

o Pero ese renglén y columna no cambian de Ax_1 a Ag: @ Ali,i] < 0.
o Axlk,j] = min{Ax_1lk, j], Ak—1lk, k] + Ax—1lk, j1} = Ax—1lk, j].
> Adli, k] = min{ Aili, K], Axali, ] + Ak, K} = Aali K
o Y por lo tanto podemos usar el mismo arreglo en el célculo. Para k < 1 hasta n haz
@ Para j < 1 hasta n haz
@ Paraj < 1 hasta n haz
@ Si Ali, k] + Alk, j] < Ali, j] entonces Ali, j] < A[i, k] + Alk, j].

o Este algoritmo se ejecuta en tiempo O(n®).
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@ Programacién dindmica o Dada una gréfica dirigida D = (V/, A) se desea saber para cada par de
vértices u y v si existe alglin camino de v a v.

@

La cerradura transitiva de D es la gréfica dirigida D* = (V, A*) tal
que hay un arco de u a v en A* si existe algin camino de ua v en D.
o Una forma sencilla de resolver este problema es ejecutando el
algoritmo de Floyd con costos unitarios para los arcos de D.

<

Al final de la ejecucién del algoritmo A[/, ] # +oo si y sélo si existe

o Algoritmo de Warshall alglin camino de i a j

o Pero hay un algoritmo mas elegante usando una matriz booleana.
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Para i < 1 hasta n haz
@ Para j < 1 hasta n haz
@ Si (i,j) € Aentonces A[i,j] < V.
@ Si no entonces A[/,j] « F.
@ Ali,i]+ V.

@ Algoritmos glotones

Para k <— 1 hasta n haz
@ Para i + 1 hasta n haz
@ Para j + 1 hasta n haz
@ Ali,j] < Ali.j] o (Ali, k] y Alk, j]).
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o Se comienza con una solucién a un subproblema pequefio.

@ Algoritmos glotones o Se va construyendo una solucién al problema completo.

o Almacenamiento ptimo en cinta .
o A cada paso se toma una decisién que parece buena en ese momento.

o Desventajas:
@ No siempre funcionan.
@ Las decisiones tomadas pueden ser desastrosas.
@ Es dificil demostrar que son correctos.

o Ventajas:

@ Cuando funcionan son muy rapidos.
@ Como son sencillos son faciles de implementar.
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Almacenamiento éptimo en cinta Ejemplo

o Supongaquen=3,m =5 m=10y m3 =3.
o Hay 3! = 6 drdenes posibles:

o Suponga que tiene n archivos de longitudes my, ma, ..., m,.
o Encuentre el mejor orden para almacenarlos en una cinta suponiendo: 1,2,3: (5+10+3) +(5+10) +5=38.
@ Cada lectura inicia con la cinta rebobinada. 132 (5+3+10)+(5+3) +5=31
@ Cada lectura toma tiempo proporcional a la longitud del archivo que 213: (10+5+ 3) + (10 + 5) +10 = 43.
se desea mas las longitudes de los archivos anteriores. 2,31: (10+3+5)+(10+3)+ 10 = 41.
@ Se leerdn todos los archivos. 31,22 (34+5+10)+ (3+5)+3=29.
3,21: (34+10+5)+(3+10)+3 =34.

o El mejor orden es 3,1,2.
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Un algoritmo glotén Andlisis de correctitud

o Suponga que tenemos los archivos aj, az,. .., a, de longitudes
my, mo, ..., My
) nsidere el siguien Igoritmo: . . L.
Considere el siguiente algoritmo o Sea i1, fp,...,Ip una permutacién de 1,2,..., ny suponga que

@ Comienza con la cinta vacia.

@ Para i desde 1 hasta n haz:
@ Escoge el siguiente archivo mas corto.
@ Escribelo a continuacién en la cinta.

almacenamos los archivos en el orden

Aipy Aigy e o5 Aiy-

o Este algoritmo toma lo que parece la mejor decisién a corto plazo sin o ¢ Cuénto cuesta esto?

revisar si ésta es la mejor decisién a largo plazo. - . .
J gop o Leer el k-ésimo archivo a;, de la cinta cuesta Zf:
o Por lo tanto leer todos los archivos de la cinta cuesta

n ok n
ZZm,} = Z(n —k+1)m;,.
k=1

k=1j=1

(. T 1mj
o jSerd ésta una decisién inteligente?

o Por supuesto, el algoritmo corre en tiempo O(nlog n).
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ué ue qu / utacié 3
i Qué es lo que queremos demostrar? Una permutacién mas barata

o Como mj,, mj,,..., mj, no estd en orden no decreciente entonces debe

n

existir 1 < j < n tal que m;; > m;,,.

<

El algoritmo glotén escoge los archivos a; en orden no decreciente de

- o Sea 7’ la permutacién obtenida de 7 al intercambiar i; e fj11.
su tamafio mj.

< L - o La diferencia de costos de las permutaciones 7 y 7’ es:
o Queremos demostrar que ésta es la permutacién de costo minimo.

o Por demostrar: Cualquier permutacién en orden no decreciente de m(r) —m(x") = ((n—j+1)m; +(n —j)mi.,)
J I

t fio ti t fnimo. j j
amafio tiene costo minimo —((n—j+ V)my., + (n—)m;)

o Seaw = (i1, b2, ..., lp) una permutacién de 1,2,..., n que no estd en = (D (mp —mi)— (n—)(mi — m;)
) - = i i i i
orden no decreciente de tamafio. v /“ I ’“
- = mj —mj,
o Demostraremos que 7 no puede ser de costo minimo. 0 ! “
> .

o Por lo tanto m no puede ser de costo minimo.
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Contenido Problema continuo de la mochila

(@ Algoritmos glotones o Este problema es parecido a uno que vimos antes.
@ Se tienen n objetos A, Ay, ..., A,
o Problema continuo de la mochila @ Se tiene una mochila de volumen S.

@ El objeto A; tiene volumen v;.
@ El objeto A; tiene peso p;.
@ Una fraccién 0 < x; < 1 del objeto A; tiene volumen x;v; y peso x;p;.
o Se desea llenar la mochila tanto como sea posible usando fracciones
de los objetos de modo que el peso sea el minimo posible.
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nformal)

Ejemplo Algoritmo glotén

o Suponga que S = 20, que los voldmenes son v; =18, v, =10y
vz = 15 y que los pesos son p; =25, pp = 15y p3 = 24. . . .
. ) o Defina la densidad del objeto A; como p;/v;.

o Algunas posibilidades para las fracciones son: . . . .
o Use tanto como sea posible de los objetos de baja densidad.

(x1,%2,x3) ‘ volumen total | peso total

o En otras palabras, procese los objetos en orden de densidad creciente.

(1,1/5,0) 20 28.0
(1,0, 2/15) 20 28.2 o Si todo cabe, tselo todo.

1 . o Si no, llene el espacio restante con una fraccién del objeto actual.
0,1,2/3 20 31.0 Si Il | i fraccién del obj |
(0,1/2,1) 20 315 o Descarte el resto.

o La primera opcién es la mejor de las que llevamos.

o Pero cédmo saber si es la mejor de todas?
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o Primero, ordene los objetos en orden de densidad no decreciente, de . ) >
. o Demostraremos que el algoritmo glotén produce una solucién de
modo que p;/v; < piy1/vit1 paratodal < i< n.

i = costo minimo.
o Después haga lo siguiente:

Dves o Sea X = (x1,%2,...,Xp) la solucién generada por el algoritmo glotén.
@ i« 1. o Si todas las x; son iguales a 1 entonces la solucién es éptima.
Si todas las x; gual 1 ent la sol pt

@ Mientras v; < v haz: o En caso contrario, sea j el entero mas pequefio tal que x; # 1.

@ x;+ 1. . 3 .

@ vev—u o Del algoritmo sabemos que x; =1 paral <i<j, que0<x <1y

@ i+ i+l que x; =0 paraj <i<n.
@ xi « v/vi. o Por lo tanto )

o Para j <+ i+1anhaz J
@ x; « 0. Z xivi = S
i=1

o Obviamente este algoritmo se ejecuta en tiempo O(nlog n).
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o Ahora suponga que k = j. Como xx # yk entonces podemos suponer

o Sea Y = (y1,¥2,...,¥n) una solucién de peso minimo. ue .
para una contradiccidn que yx > xk.

o Demostraremos que X debe tener el mismo peso que Y.

o Si X =Y ya acabamos. Si no, sea k el menor entero tal que xx # yx. n k=1 n k=1 n
o Transformaremos Y en X conservando el peso. S5= Zyl"’i = ZYfVi+Yka+_Z Yivi = ZXinJr}’kafZ Yivi-
o En particular, transformaremos Y en una solucién Z = (z1, 23, .. . , zp) = = ik = =kt

que se parece mas a X. o Reorganizando algunos términos obtenemos que
o Para ser precisos, x; = y; = z; paratoda 1 </ < ky zx = xi. P R R
o El primer paso serd demostrar que yj < X. S= ZX/‘V/+(}’k*Xk)Vk+ Z yivi = S+(ye—xi) vie+ Z yivi > S.
o Caso 1: Suponga que k < j, entonces x, = 1y como xx # yi i=1 i=k+1 i=k+1

entonces Xk . -2
Vi < Xk o Esto contradice que Y es una solucién, por lo que yx < X.
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Finalment k > j. Ent =0 0 | .
o Finalmente suponga que k > j. Entonces xx y Yk >0y por lo o Ahora suponga que incrementamos el valor de yx a xx y que

tanto .
decrementamos tantos de los valores yx.1,...,Y, COMO sea necesario
j n i n n de modo que el volumen total permanezca en S.
S= nyv,' + E Yivi = ZXM‘ + 5 yivi=S+ E yivi > S. o Llamemos Z = (21,2, ...,2,) a esta nueva solucién. Entonces:
i=1 i=j+1 i=1 i=j+1 i=j+1 K)vk > 0.

@ (2~
. . ) " zi — y;)v; < 0.
o Como esto no es posible, este caso no puede ocurrir. 8 (Zz;;j}lk()v/k +y%r; (zi - yi)vi =0
i=k1\Zi — Yi)vi = 0.

o Asi en cualquier caso ya sabemos que yx < xi.
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El costo de Z El costo de Z (continua

o Calculemos el peso de Z:

n k—1 n
o Usando la segunda propiedad de Z y las densidades decrecientes:
szpi = ZZin + Zkpk + Z Zipi € prop y
i=1 i=1 i=k+1 n n Vipr n vipe
5 < -D; _ )
ZZ/P/ < Z}’/Pl +(2k — k) Ve + Z (zi = yi) Ve
i=1 i=1 i=k+1

k=1 n
= ZYiPi+ZkPk+ Z Zipj
i=1 i=k+1

n n n
= Z%‘Pi - Z)’ipf + Zkpi + Z Zipi
i=1 i=k

i=k+1

n n
Pk
= > vp+ ((Zk —vvi+ Y (@ *y;)vl'> =
- . Vk
i=1 i=k+1
n
ZYIP:'-
i=1

o Donde al final usamos la tercera propiedad de Z.

n n
= > yipit+ (@ -ydpe+ Y (zi—yi)pi
i1 k1
n v n vipi
= Z}/I'Pi +(z — yk)% + Z (zi — yi)lT/I<
- ikt
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o Entonces el peso de Z es a lo mucho el peso de Y. @ Algoritmos glotones

o Pero Y es una solucién de peso minimo.

o Entonces el peso de Z es igual al peso de Y. . .

. . . o Algoritmo de Dijkstra
o Pero Z se parece mas a X: coinciden en k posiciones.

o Si repetimos este proceso podemos transformar Y en X manteniendo
el peso a cada paso.

o Por lo tanto X es una solucién de peso minimo.
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Caminos més cortos desde un vértice Idea del algoritmo de Dijkstra

o Mantengamos un conjunto S de vértices para los cuales conozcamos
la distancia minima desde la fuente.

o Sea D = (V, A) una gréfica dirigida. @ Al principio S = {s}.
» Cada arco (\/. W) € A tiene costo C(\/. W) >0. g )I&Tef.go ;r;mos\;nadlendo vértices uno por uno.
3 na = V.
o Supondremos que ¢(v,v) = 0 para toda v € V' y que ¢(v, w) = 40 . . . X Lo
) o Diremos que un camino es interno si todos sus vértices internos (los
en cualquier otro caso. . . A )
. i que no son ni el primero ni el Gltimo) estdn en S.
o Sea s € V un vértice especial llamado fuente. .
e d . , desde s haci d d o Mantengamos un arreglo D tal que D[w] es el costo del camino
o . s
e e{seg encontrar un camino mas corto desde s hacia cada uno de interno més corto de s a w.
los vértices de D. . . , ,
. , o Si w € S entonces ese es el camino mds corto de s a w. jPor qué?
o Sea d(v, w) el costo del camino més corto de v a w. L. ; . .
o Un vértice w estd en la frontera si w ¢ S pero existe un arco (u, w)
conu € S.
o Todos los caminos internos terminan en S o en la frontera.
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o Cudl vértice agregamos a 5?7

o El vértice w € V'\| S con menor valor D[w].

¢

Probemos que si u se pone en S antes que v entonces
o Ya que el valor de D para los vértices que no estan en la frontera es d(s,u) <d(s,v).
infinito, se tiene que w estard en la frontera.

(=

Haremos la prueba por induccién en el nlimero de vértices que ya
o Probemos que para ese vértice D[w] = d(s, w). Sea x el primer estdn en S en el momento en el que se agrega v.
vértice en la frontera en el camino mds corto de s a w, entonces:

o La hipétesis es claramente cierta cuando |S| = 1.
Dw] > d(s,w) o Ahora suponga que es cierta cuando |S| < n'y considere lo que pasa
cuando |S| = n.
= d(s,x)+d(x,w) ) ) s
— D[x]+ d(x, w) o En particular, considere lo que pasa cuando se agrega v a S.
o Sea x el dltimo vértice interno en el camino mds corto a v.
> Dlw]+d(x,w)
> Dlw].
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Primer caso Segundo caso

o Supongamos que x entré a S antes que u.
o Considere el momento en el que u entré a S. © Ahora supongamos que x entré a S después que u.
o Como x ya estaba en S, v estaba en la frontera. o Como x entré a S antes que v, en el momento en el que entrd se
o Pero como se escogié a u para entrar a S antes que v se debié haber tenia que |S| < n.
tenido que D[u] < D[v]. o Por la hipétesis de induccién d(s, u) < d(s, x).
o Como se escogié a u, también se tiene que d(s, u) = D[u]. o Y por la definicién de x, d(s,x) < d(s, v).
o Por la definicién de x y como x entré a S antes que u, d(s,v) = D[v]. o Por lo tanto d(s, u) < d(s, v).
o Por lo tanto d(s, u) = D[u] < D[v] = d(s, v).
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Actualizando el vector de costos Algoritmo de Dijkst

o Los valores de D en los vértices en la frontera o fuera de ella pueden
cambiar, debido a que puede haber nuevos caminos internos
conteniendo a w.

D S« {s}.
@ Para cada v € V haz:

o Esto puede pasar de dos formas:
@ D[v] + c(s,v).

@ w es el dltimo vértice interno en un camino interno nuevo o

@ w es alglin vértice interno en un camino interno nuevo. @ Paracadai<1lan—1haz
o Los valores de D en los vértices en S ya no cambian. O g w € VS @on b Diin)] mes pegueie.
@ S+ Su{w}.
o Por lo tanto, para todo vértice v € V, cuando w se mueve de la @ Para cada vértice v € V haz:
frontera a S se tiene que @ D[v] = min{D[v], D[w] + c(w, v)}.

D[v] = min{D][v], D[w] + ¢(w, v)}.
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Implementacién con un vector Implementacién con un monticulo

© Almacenemos S como un vector de bits. o Almacenemos S’ = V' \ S en un monticulo indexado por D.

o Lainicializacién de S toma tiempo O(n). o La inicializacién de S’ toma tiempo O(nlog n).

o Lainicializacién de D toma tiempo O(n). o La inicializacién de D toma tiempo O(n).
o El ciclo principal se realiza O(n) veces.
2 Alli se hace una bidsqueda lineal en tiempo O(n).
> Una actualizacién de S en tiempo O(1).
2 Y se hacen O(n) actualizaciones de D.

o Analizemos con cuidado el ciclo principal.
2 Se realizan O(n) extracciones del minimo en tiempo O(nlog n).
2 Se ajusta el monticulo una vez por cada arco en tiempo O(mlog n).

. ” . o En total esta implementacién toma tiempo O(mlog n).
o En total esta implementacién toma tiempo O(n?). P po O(mlog )
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i Cudl implementacién se debe usar? Calculando los caminos mas cortos

o Para poder recuperar los caminos mantendremos un segundo arreglo

© Eso depende del nimero m de aristas. P tal que P[v] es el predecesor de v en el camino interno més corto.
o Si mlogn € ©(n?) ambas implementaciones son buenas.
o Se debe usar la primera implementacién si la grafica dirigida es D S« {s}.
densa. Técnicamente, si m € Q(n?/ log n). @ Para cada v € V haz:
o Se debe usar la segunda implementacién si la gréfica dirigida es @ Dl[v] + c(s,v).
dispersa. Técnicamente, si m € o(n?/log n). 2 Si (s,v) € A entonces P[v] < sy si no P[v] «- 0.
o Si en la segunda implementacién se usa un monticulo de Fibonacci @ Paracada i« 1an—1haz
entonces la complejidad disminuye a O(m + nlog n). @ Escoge w € V'\ S con la D[w] mas pequefia.
o En este caso, basta que m € o(n?) para que esta tercera g ga: faéja{\‘jél}{ice v E WV e
implementacién sea mejor que la primera. @ Si D[w] + ¢(w, v) < D[v] entonces D[v] = D[w] + c(w, v) y
P[v] + w.
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Reconstru o los caminos enido

o Para cada vértice v # s sabemos que P[v] es su predecesor en un
camino mas corto de s a v.

o Por lo tanto, el camino mdas corto de s a v es el camino mas corto de @ Algoritmos glotones
s a P[v] seguido del arco (P[v], v).

o Un algoritmo recursivo muy sencillo obtiene los caminos:

o Unién y bisqueda

Procedimiento camino(s, v)

@ Si v # s entonces camino(s, P[v]).

@ Imprime v.

o La complejidad de este algoritmo es lineal en la longitud (nimero de
vértices) del camino.
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El problema de uni

na estructura de datos

o Se tiene el conjunto {1,2,...,n}.

o Al principio éste se encuentra particionado en n subconjuntos o Usaremos un bosque y un arreglo.
disjuntos, cada uno con un elemento. o El bosque constard de nodos y apuntadores a estos.
o Se desea llevar a cabo las siguientes operaciones:
> encuentra(x) regresa el nombre del subconjunto que contiene a x.
> une(x,y) combina los dos subconjuntos que contienen a x y a y en o Cada hijo tendrd un apuntador a su padre.
uno solo. o El arreglo P contiene un apuntador P; al nodo que contiene a /.

o {Qué usaremos como el nombre de un subconjunto?

o Los elementos del conjunto estardn almacenados en los nodos.

o Usaremos a uno de sus elementos.
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Ejemplo de la estructu Implementacién de las operaciones

o Para hacer encuentra(x) se sigue la cadena de apuntadores que
comienza en Py hasta llegar a la raiz del drbol que contiene a x. Se
regresa el elemento del conjunto almacenado en la raiz.

o Para hacer une(x, y) se siguen las cadenas de apuntadores que
comienzan en P, y P, hasta llegar a las raices de los drboles que
contienen a x y a y, respectivamente.

2 Si estas raices son iguales no es necesario hacer nada.
2 En caso contrario, se hace que la raiz de uno de los drboles apunte a la
raiz del otro.

[T ]2 ]3[4 56 [7 [8]9 [10]1u]12]

Cuatro conjuntos con nombres 1, 2, 7 y 11. )
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o El tiempo de ejecucién de los algoritmos es proporcional a la altura de
los drboles.

¢

Pero esto puede ser (n) para algunos arboles.

o Una mejor idea es cambiar el (ltimo paso de une(x, y) para que haga
que la raiz del drbol mas pequeiio apunte a la raiz del arbol mas
grande.

o Esto mejorara el tiempo de ejecucién a O(log n).

(=

Observe que se debe saber el tamafio de cada &rbol.
2 Al principio todos los drboles tienen un nodo y esta cuenta se almacena
en el nodo.
2 Cada vez que se haga una unién se actualiza la cuenta en la raiz en
tiempo O(1).

[t [2[3]4 5 ]6]7 |8 ]9 [10]u[12]

[+

Estos algoritmos todavia se pueden mejorar a O(log* n) usando
compresion de caminos, pero por el momento no es de nuestro
Unién de los conjuntos que contienen al 4 y al 12. J interés.
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o Demostraremos por induccién en n que si se usa esta mejora entonces
la altura de un arbol con n nodos es a lo mucho |logn] + 1.

o Para n =1 es obvio. Suponga que es cierto para drboles con menos @ Algoritmos glotones
de n nodos y sea T un arbol con n nodos construido por el algoritmo.

o T se formé uniendo dos arboles T1 y T con my n— m nodos,
respectivamente. Podemos suponer que m < n/2.

o Entonces la altura de T es p L.
o Arboles abarcadores de costo minimo

altura(T) méx{altura(Ty) + 1,altura(T2)}

= méx{|logm| +2, |log(n—m)] + 1}
max{|logn/2| +2, |logn| +1}
llogn] + 1.

IA
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boles abarcadores oles abarcadores de costo mini

S G=(V,E)yH=(U,F)d ificas.
@ >ean ( )y (U, F) dos gra |.cas o Sea G = (V, E) una gréfica con costos en las aristas (ce es el costo
o H es una subgrafica abarcadorade Gsi U=V y F CE. de e € E).
o H es un bosque abarcador de G si es una subgréfica abarcadora de

1 ) . ) o El costo de una subgréfica de G es la suma de los costos de sus
G que ademds es un bosque (es decir, no tiene ciclos).

aristas.
o H es un arbol abarcador de G si es un bosque abarcador de G que

" A ! o Se desea encontrar un arbol abarcador de costo minimo.
ademds es un &rbol (es decir, es conexo).
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Propiedades de arboles y bosques Demostracién de la propiedad de los bosques

o Sea T = (V,F) un érbol. Entonces:

> Para toda u, v € V existe un dnico caminode ua ven T. o Sea S un drbol que contiene a B pero que no contiene a e.
2 Si se agrega cualquier arista {u,v} ¢ F a T entonces se forma un o Si se agrega e a S se obtiene un tnico ciclo
tinico ciclo. ’
o Existe en S otra arista d que tiene exactamente un extremo en V.
o Sea B =(V,A) un bosque abarcador de G = (V, E). Suponga que B S q !
esta formado por los arboles (V1, A1), (Va, A2), ..., (Vik, Ak) y sea o Por lo tanto cg > ce.
‘Ee E '\ Ala arista mds barata con exactamente un extremo en V;. & Ahora considere el drbol S’ que se obtiene de S al cambiar d por e.
ntonces:

. y ‘
> Existe un drbol T = (V, F) tal que e € F y que es el mas barato de © Es obvio que 5" no es mds caro que 5.

entre todos los que contienen al bosque B.
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Algoritmo general para arboles abarcadores minimos Algoritmo un poco més formal

o Esta propiedad implica que el siguiente algoritmo general funciona:

@ B+ 0.
@ Sea B el bosque formado por los drboles que constan de un solo @ Paraj <« 1anhaz
vértice. @ Vi« {j}

@ Mientras haya mds de un 4rbol en B haz: @ B+ BU{(V;,0)}.

@ Escoge un arbol cualquiera (V;, A;) de B. @ Mientras haya mds de un drbol en B haz:

@ Sea e una arista de costo minimo con exactamente un extremo en V;. @ Escoge un drbol cualquiera (V;, A;) de B.

@ Une dos de los drboles de B usando la arista e. @ Sea e = (u,v) una arista de costo minimo con u€ V;, ve V;y j #i.
@ Regresa B. @ Vi ViUV, A A UA; U {e}.

@ Borra (V}, Aj) de B.

o Existen muchas formas de llevar esto a cabo. @ Regresa B.

o Dos de ellas son los algoritmos de Prim y de Kruskal.
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Disefio del algoritmo de Prim

@

@

[+

Francisco Zaragoza (UAM Azcapotzalco)

Disefio del algoritmo de Kruskal

@

<

<

[+

[+

El algoritmo de Prim simplemente toma i = 1 en cada iteracién.
Para ello se necesita recordar las aristas en Ap y los vértices en V.

También se necesita almacenar las aristas que salen de V4 en una
estructura de datos que nos permite escoger rapidamente la de menor
costo.

Esto se puede hacer con una cola de prioridad Q.

De esta manera el algoritmo completo se ejecuta en tiempo
O(eloge).

A cada iteracién del algoritmo escoge e = (u, v) como la arista de
menor costo sin usar y suponga que u € V;y v € V.

Ahora necesitamos recordar los conjuntos de vértices Vi, Vo, ..., Vi
de los arboles del bosque abarcador. Esto es una particién.

También necesitamos recordar las aristas del bosque abarcador.

Ademds necesitamos almacenar las aristas sin usar en una estructura
de datos que nos permita escoger rapidamente la de menor costo.

Todo esto lo podemos hacer con un bosque de unién y bisqueda.

De esta manera el algoritmo completo se ejecuta en tiempo
O(eloge).
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(8 Bisqueda con retroceso

Francisco Zaragoza (UAM Azcapotzalco) Anlisis de algoritmos Trimestre 120

Disefio de un algoritmo de biisqueda con retroceso

o

Se escoge un objeto basico (cadenas, permutaciones, combinaciones).

Se comienza con el cédigo de divide y vencerds para la generacién del
objeto basico elegido.

Se coloca el cédigo para probar la propiedad deseada en el caso base
de la recursién.

Se coloca el cédigo de poda antes de la llamada recursiva.
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Algoritmo de Prim

@D A0, Vi {1}, Q + 0.
@ Para cada w € V tal que (1,w) € E haz:
@ Inserta (1,w) en Q.
@ Mientras [V4| < n haz:
@ Elimine e = (u, v) del frente de Q con u € V4.
@ Siv ¢ Vj entonces haz:
@ A+ ArU{e}.
@ Vi+ Viu{v}h
@ Para cada w € V tal que (v,w) € E inserta (v,w) en Q.

@ Regresa B.
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Algoritmo de Kruskal

D A0

@ Inicializa la estructura B de unién y bisqueda con V.
@ Ordena las aristas de E en orden de costo creciente.
@ Mientras haya mds de un arbol en B haz:

@ Sea e = (u,v) la siguiente arista por orden de costo.
@ Si busca(u) # busca(v) entonces:

@ une(u, v).

@ A+ AU{(u,v)}.

@ Regresa A.
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Blsqueda exhaustiva

o Algunas veces el mejor algoritmo para un problema es intentar todas
las posibles soluciones.

o Esto siempre sera lento, pero hay algunas técnicas generales:

generar las 2" cadenas binarias de longitud n,

generar las k" cadenas k-arias de longitud n,

generar las n! permutaciones de n objetos o

generar las (f) combinaciones de r objetos escogidos de entre n.

?
9
9
9

o La bdsqueda con retroceso acelera la bisqueda exhaustiva a través
de la poda.
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Formas rales

Algoritmo de generacién genera(m)

@ Si m=0 entonces procesa(A) y si no:
@ Para cada posible opcién j haz:
@ A[m] = j y genera(m — 1).

Algoritmo de bisqueda con retroceso genera(m)

@ Si m =0 entonces procesa(A) y si no:
@ Para cada posible opcién j haz:

@ Sij es consistente con A[m + 1,..., n] entonces A[m] =j y
genera(m — 1).
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o Se desea generar todas las cadenas de n bits.
(8 Blsqueda con retroceso o Usaremos divide y vencerds.
o Cadenas binarias y k-arias o Mantendremos la cadena de bits actual en un arreglo A[1,...,n].
o El objetivo es llamar a procesa(A) para cada cadena binaria A.

o Se llama al procedimiento binario(n).

Procedimiento binario(m)

@ Si m =0 entonces procesa(A) y si no:
@ A[m] = 0y binario(m — 1).
@ A[lm] =1y binario(m — 1).
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Prueba de correctitud | Prueba de correctitud Il

o Demostraremos por induccién en m que para toda m > 0 el o Observe que binario(m):
procedimiento binario(m) llama a procesa(A) exactamente una vez 2 primero pone A[m] en 0y llama a bln.ano(m— 1)y
para cada cadena de m bits almacenada en A[1,..., m|. > luego pone A[m] en 1y llama a binario(m — 1).
o Por la hipétesis de induccién, esto llama a procesa(A) exactamente

una vez para cada cadena de m bits almacenada en A[1,..., m]:
o Ahora suponga que binario(m — 1) llama a procesa(A) exactamente » primero con las cadenas que terminan en 0 y

una vez para cada cadena de m — 1 bits almacenada en > luego con las cadenas que terminan en 1.
All,...,m-1].

o Esto es claramente cierto para m = 0.

o Por lo tanto el enunciado es cierto.
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o Se desea generar todas las cadenas de n digitos del 0 al k — 1.
o Sea T(n) el tiempo de ejecucién de binario(n). Suponga que

(A) t G 0(1). Ent o Mantendremos la cadena k-aria actual en un arreglo A[1,..., n|.
procesa oma tiempo . Entonces

o El objetivo es llamar a procesa(A) para cada cadena k-aria A.

- c sin=1 o Se llama al procedimiento cadena(n).
T =\ 2T(h—1)+d sin>1
(n—1)+d sin> o La prueba de correctitud y el andlisis son similares a los anteriores.

o Por lo tanto, usando sustitucién repetida obtenemos la solucién o El procedimiento cadena(n) toma tiempo en O(k") y es Sptimo.

T(n)=(c+d)2" " —d. Procedimiento cadena(m)
o Y asi T(n) € O(2"). @Sim=0 enton‘ces procesa(A) y si no:

. X . @ Paracadajde0ak—1 haz:

o Como hay 2" cadenas de n bits entonces el algoritmo es éptimo. 9 Al =iy

@ cadena(m —1).
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o Observe que k puede ser diferente para cada digito de la cadena. (&) Bisqueda con retroceso

o Suponga que A[m] puede tomar los valores 0,...,D[m] — 1.
o Aplicaciones de cadenas k-arias

Procedimiento cadena(m)

@ Si m =0 entonces procesa(A) y si no:
@ Para cada j de 0 a D[m] — 1 haz:
@ Aml=jy
@ cadena(m —1).
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Problema de la mochila

o Recordemos que el problema de la mochila consiste en decidir si
existe algtin subconjunto de {s1,%,...,s,} que sume S.

o Usemos una cadena de bits A[1, ..., n] para resolver este problema.
o A[i] = 1 significard que usaremos el objeto i y A[i] = 0 que no.

o Si revisamos todas las cadenas binarias podemos resolver el problema.

(=

Pero ademas podemos hacer una poda. Si S es la suma restante
entonces:

o hacer A[m] = 0 siempre sera legal pero

> hacer Alm] = 1 sélo ser3 legal si s, < S.
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Ciclos hamiltonianos

o Un ciclo hamiltoniano en una gréfica dirigida es un ciclo que pasa a
través de cada vértice exactamente una vez.

o El problema es: dada una gréfica dirigida D = (V, A) encontrar un
ciclo hamiltoniano (si es que tiene alguno).
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Procedimiento hamilton(m)

@ Si m = 0 entonces procesa(H) y si no:
@ Para j =1 hasta D[H[m + 1]] haz:
@ w ¢+ N[H[m+1],/].
@ Si U[w] es verdadero entonces:
@ Haga U[w] falso.
@ H[m] = w y hamilton(m — 1).
@ Haga U[w] verdadero.

@ Haga b falso.
@ Para j =1 hasta D[H[1]] haz:

@ Si N[H[1],j] = HI[n] entonces haga b verdadero.
@ Si b es verdadero imprime(H).
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Anilisis

o ;Cudnto se tarda hamilton(n) en encontrar un ciclo hamiltoniano?
o En el peor de los casos no hay ciclos hamiltonianos y hay que revisar.

o Sea T(n) el tiempo de ejecucién de hamilton(n). Suponga que la
grafica tiene grado maximo d. Entonces

bd sin=0
T(n)_{ dT(n—1)+c sin>0

o Por sustitucién repetida obtenemos T(n) € O(d").
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o Para imprimir todas las soluciones llame a mochila(n, S).

o Este algoritmo toma tiempo O(2") (mas el tiempo que se tarde en
imprimir las t soluciones O(tn)).

Procedimiento mochila(m, £)

@ Si m =0 entonces:
@ Si £ =0 entonces imprime(A).
@ Sino:
@ A[m] =0y mochila(m —1,7).
2 Si s, </ entonces
@ A[m] =1y mochila(m — 1,7 — sp).
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Descripcién del algoritmo

<

Almacenemos la gréfica con listas de adyacencia (para cada vértice v
su lista es la de los vértices w para los cuales (v, w) € A).

[+

Almacenemos el ciclo hamiltoniano como un arreglo H[1,...,n]:

H[n] = H[n—1] — -+ — H[2] — H[1] — H[n].

<

Usaremos el algoritmo de cadenas generalizadas.

<

Poda: mantendremos un arreglo U[1, ..., n] tal que U[m] es
verdadero si y sélo si el vértice m no ha sido usado. Al entrar a m:
s si U[m] es verdadero serd legal, pero
5 si U[m] es falso serd ilegal y podemos podar.

(=

Al principio todas las entradas de U seran verdaderas, excepto U[n].

(=

Las listas de adyacencia se mantendran en el arreglo N y el vector D
almacenara el grado de cada uno de los vértices.
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Notas sobre el algoritmo

(=

Al principio del algoritmo debemos hacer H[n] = n.

(=

El procedimiento procesa(H) cierra el ciclo. Hasta ese momento H
contiene un camino hamiltoniano de H[n] a H[1] y falta revisar si
hay un arco de H[1] a H[n].

o La poda se da cuando se revisa si U[w] es verdadero.

[+

En ese caso U[w] se hace falso para indicar que ya usamos w y
posteriormente U[w] se hace verdadero para indicar que ya no lo
estamos usando.
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Agente viajero

o Suponga que cada arco de D = (V, A) tiene un costo (c, para a € A).

o El problema del agente viajero es el de encontrar un ciclo
hamiltoniano de costo minimo (donde el costo es la suma de los
costos de los arcos usados).

o Un problema relacionado es el de encontrar un ciclo hamiltoniano de
costo < B para alguna cota B.

[+

Resulta que es suficiente resolver la versién acotada: el problema
original se puede resolver usando buisqueda binaria.
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Blsqueda binaria

o Suponga que se tiene un procedimiento BTSP(x) que regresa un ciclo
hamiltoniano de costo < x si es que existe.

o Para resolver el problema original llame a TSP(0, B):

Procedimiento TSP(a, b)

@ Si a = b entonces regresa BTSP(a).

@ Sino haz m=|3(a+b)).

@ Si BTSP(m) tiene éxito entonces regresa TSP(a, m).
@ Si no regresa TSP(m + 1, b).

o Se puede tomar B como n veces el costo de la arista més cara.

o El procedimiento TSP(a, b) se llama O(log B) veces.
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(8 Buisqueda con retroceso

o Permutaciones
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o Observe que este algoritmo es muy parecido al que usamos para
caminos hamiltonianos.

o Esto se debe a que un camino hamiltoniano es una permutacién de
los Vértices de la grafica.

Procedimiento permuta(m)

@ Si m=0 entonces procesa(A) y si no:
@ Para j =1 hasta n haz:
@ Si U] es verdadero entonces:
@ Haga UJj] falso.
@ Alm]=.
@ permuta(m — 1).
@ Haga U[j] verdadero.
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alisis 1l

o Son i entradas escogidas de entre ny permutadas de alguna forma.
o Entonces existen (7):' formas de llenar esa parte.

o Y por lo tanto la cantidad de veces que se hace la pregunta es
1 1
n )it = n —_—
(0 - ety
i=0 i=0
n
1
. nl =
el
i=1

(n+1)!-(e—1)
1.719(n + 1)!

INIA

o Y por lo tanto toma tiempo O((n + 1)!) (mucho mejor que O(n")).
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Algoritmo modificado

Procedimiento hamilton(m, b)

@ Si m = 0 entonces procesa(H, b) y si no:
@ Para j =1 hasta D[H[m + 1]] haz:
@ w <+ N[H[m+1],j].
@ Si U[w] es verdadero y C[H[m + 1], w] < b entonces:
@ Haga U[w] falso.
@ H[m] =w.
@ hamilton(m — 1, b — C[H[m + 1], w]).
@ Haga U[w] verdadero.

Procedimiento procesa(H, b)

@ Si C[H[1], n] < b entonces imprime(H).
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Permutaciones

o Se desea generar todas las permutaciones de n enteros distintos.

o Se puede utilizar la siguiente solucién:

Se hard bidsqueda con retroceso a través de todas las cadenas n-arias

de longitud n, podando aquellas que no sean permutaciones.

Para ello se mantendra un arreglo U[1,..., n] donde U[m] es verdadero

si y sélo si m no ha sido usada.

Se mantendra a la permutacién actual en un arreglo A[L,..., n.

> El objetivo es llamar a procesa(A) exactamente una vez para cada
permutacion almacenada en A[1, ..., n].

©

«

«
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Anilisis |

o Este algoritmo claramente se ejecuta en tiempo O(n").

o Pero este andlisis no es el mejor posible porque no considera la poda.

<

Calculemos la cantidad de veces que se pregunta si U[j] es verdadero.

<

i Cudl es la situacién cuando se hace esa pregunta?

<

Para alguna 0 </ < n el algoritmo:
2 ha llenado las dltimas i entradas de A con parte de una permutacién y
5 estd intentando n candidatos para llenar la siguiente entrada de A.

o ;Cbémo se ven esas i entradas?
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ermutaciones mds rapido

o El algoritmo visto no es éptimo.
o Genera n! permutaciones en tiempo O((n+ 1)!).
o Un mejor algoritmo usa la estrategia de divide y vencerds:
> Al principio se hace A[i] =i para toda 1 </ < n.
> En lugar de probar los valores 1,...,n en A[n] se intercambian los
valores de A[1,...,n— 1] con A[n].
o De esta forma primero se generan las (n — 1)! permutaciones con n en
la dltima posicidn y asi sucesivamente hasta que se generan las
(n — 1)! permutaciones con 1 en la dltima posicién.
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o Sea T(n) la cantidad de intercambios hechos por permuta(n).
o Entonces T(1) =0y T(n)=nT(n—1)+2(n—1) para n> 2.
o Demostraremos por induccién en n que T(n) < 2n! — 2.

Procedimiento permuta(m)

@ Si m=1 entonces procesa(A), si no:
@ permuta(m — 1).
@ Parai= m—1 hasta 1 haz:
@ Intercambia A[m] con A[i]. T(n+1) = (n+1)T(n)+2n
@ permuta(m — 1). < (n+1)(2n! —2) +2n
@ Intercambia A[m] con A[i].
= 2(n+1)-2

o Esto es claramente cierto para n = 1. Si lo suponemos cierto para n:

o Por lo tanto T(n) € O(n!) y el algoritmo es éptimo.
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Contenido Ciclos hamiltonianos en graficas densas

o Usemos una matriz de adyacencia: M[i, ] es verdadero si (i,)) € A.

(8 Biisqueda con retroceso

Procedimiento hamilton(m)

@ Si m= 0 entonces procesa(H) y si no:
@ Para j = m hasta 1 haz:
o Aplicaciones de permutaciones @ Si M[H[m + 1], H[j]] es verdadero entonces:
@ Intercambia H[m] con H[j].
@ hamilton(m — 1).
@ Intercambia H[m] con H[j].

Procedimiento procesa(H)

@ Si M[H([1], n] es verdadero imprime(H).
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Anilisis Problema de las reinas

o jDe cudntas formas se pueden poner n reinas en un tablero de ajedrez
de n x n de modo que ninguna reina ataque a ninguna otra?
o Tenemos dos algoritmos para encontrar circuitos hamiltonianos. o Si almacenamos en A[i] el renglén en el que se encuentra la reina de

> El que usa cadenas generalizadas que corre en O(d"). la columna i obtenemos una permutacién
> El que usa permutaciones que corre en O((n — 1)!).

o ;Cudl es el mejor de los dos?
o Depende del valor de d (grado maximo de la grafica).
o El algoritmo de cadenas es mejor si d < 2.

o Para justificar esto se necesita la aproximacién de Stirling
n\n
nl = V2mn (7)
e

que no hemos demostrado en clase.

0 N O s W N =
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o Queremos generar todas las combinaciones de n objetos escogidos r a

la vez. Recordemos que existen (7) de ellas.

(8 Biisqueda con retroceso

o Mantendremos a la combinacién actual en el arreglo A[1,...,r].

Procedimiento escoge(m, q)

o Combinaciones @ Si g = 0 entonces procesa(A).
@ Sino, para i = q hasta m haz:
@ Algl=1i.

@ escoge(i—1,q—1).
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o Demostraremos que el algoritmo funciona en tres partes:
@ Primero mostraremos que sélo se procesan combinaciones.
@ Luego que se procesan el niimero correcto de combinaciones.
@ Finalmente que ninguna combinacién se procesa dos veces.

o Esto probard que cada combinacidn se procesa exactamente una vez.
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Segunda parte: ndmero correcto

o Demostraremos por induccién en r que una llamada a escoge(n, r)

procesa exactamente (7) combinaciones.

o Esto es cierto para r = 0 asi que supongamos que r > 0 y que una
llamada a escoge(/, r — 1) procesa exactamente (yil) combinaciones
paratodar—1<i<n.

o Ahora observe que escoge(n, r) llama a escoge(i — 1,r — 1) con i en
el rango r < i <n.

o Entonces, por la hipétesis de induccidn se procesa un total de

no. n-1 .
i—1 i n
Z<r71> B Z <r71) B <r>
i=r i=r—1
combinaciones.
o El tiltimo paso necesita la identidad 37, (1) = (71]).
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Anilisis

o Sea T(n,r) la cantidad de asignaciones hechas por escoge(n, r).

T(n,r) < r(f)

o La prueba serd por induccién en r para n > 1 (y para r = 0 es cierto).

o Demostraremos que

paratoda 0 <r < n.
o Del algoritmo se obtiene que
n—1
T(n,r)= Z T(i,r=1)4+(n—r+1).

i=r—1

o Suponga que r > 0 y que para toda i < n se cumple que

T(i.r—l)g(r—l)(ril)
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Optimalidad

El algoritmo visto corre en tiempo O(r(:’))

<

<

Por lo que parece que no es 6ptimo debido a que hay (C)
combinaciones.

(=

Sin embargo, una inspeccién cuidadosa parece indicar que
T(n,r) <2(7) cuando r < n/2.
Cuando r > n/2 se podrian generar los objetos no escogidos.

<

<

Demostraremos por induccién en r que si 1 < r < n/2 entonces

T(n,r) < 2('{') —r

Haremos por separado los casos r =1, r=2y 3 <r <n/2.

<
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Primera parte: s6lo combinaciones

Demostraremos por induccién en r que en las combinaciones
procesadas por escoge(n, r) el arreglo A[1, ..., r] contiene una
combinacién del 1 al n.

[+

(=

Esto es cierto para r = 0 asi que supongamos que r > 0 y que para
toda i > r — 1 en las combinaciones procesadas por escoge(i, r — 1) el
arreglo A[1,...,r — 1] contiene una combinacién del 1 al i — 1.

<

Ahora observe que escoge(n, r) llama a escoge(i — 1,r — 1) con i en
elrango r <i<n.

<

Por la hipétesis de induccién y ya que A[r] = i en las combinaciones
procesadas por escoge(n, r) tenemos que el arreglo A[1,...,r]
contiene una combinacién de r — 1 objetos del 1 al i — 1 seguida del
valor i, que forma una combinacién de r objetos del 1 al i.
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Tercera parte: sin repeticiones

o De la misma forma, se puede demostrar por induccién en r que una
llamada a escoge(n, r) procesa combinaciones de r objetos escogidos
del 1 al n sin repetir ninguna combinacién.

o La prueba se deja como ejercicio.

o Que se genere el nlimero exacto de combinaciones y que no se repita
ninguna implica que el algoritmo genera cada combinacién
exactamente una vez.
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Desigualdad

o Entonces, por la hipétesis de induccién y la identidad vista

T(n,r) = iilT(i,rfl)Jr(nferl)
< ’:zr::ll((rfl)<ril))+(nfr+l)
n—1 i
= (r71)i;1<r71>+(nﬂ+1)

= (r71)<’:>+(nfr+1)

<)

o Donde el dltimo paso requiere la desigualdad (’,’) >n—r+1.
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o Observemos primero que T(n,1) = n para toda n > 1.
o Ahora observemos que

2<,11)—1:2n—12n.

o Y por lo tanto

como se requerl’a.
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o Usemos T(n,1) = n para calcular exactamente T(n, 2):

T(i,1)+(n—-1)

n
T(n,2) = o Ahora demostraremos por induccién en n que si 3 < r < n/2 entonces

_ - (1) T(",f)§2<7>fr<

i=1

s -
-

1 o El caso base es n = 6 (la tinica opcién es r = 3). En este caso el
= E(n +2)(n—1). algoritmo hace 34 asignaciones para calcular 20 combinaciones. Como
2-20 — 2 = 38 > 34 se cumple la hipdtesis en este caso.

<

o Ahora observemos que 2(5) —2 =n?> —n—2. Ahora supongamos que n > 6 (lo que permitird que r > 3).

o Entonces T(n,2) <2(5) —2siysélosi 3(n+2)(n—1) < n®>—n—2
siysélosin?—3n—22>0siysélosi (n+1)(n—4)+2>0lo cual
es cierto puesto que n > 2r = 4.
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o Por la hipdtesis de induccién y los casos r =1y r = 2:
n—1
T(n,r) = Z TG, r=1)+(n—r+1)

i=r—1 () Biisqueda con retroceso

.’Hl <2<r11> —(r—l)) +(n—r+1)

-2 i (r_il)f(nfr+1)(r72)

i=r—1

\g

o Aplicaciones de combinaciones
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Subgréficas completas El problema del clan

o Sean G = (V,E)y H = (U,F) dos gréficas no dirigidas. o Se tiene una grafica no dirigida G = (V, E) y un entero r.

o Se dice que H es completa si F contiene a todas las aristas posibles o Se desea encontrar un clan de G con r vértices (si es que existe).

ntre los vérti n U. . . -
entre los vértices en U o Podemos usar la matriz de adyacencia de G para verificar que dos

o Se dice que H es una subgréfica inducidade GsiUC V, FCEy vértices son adyacentes en tiempo O(1).

F contiene a todas las aristas de G que unen vértices en U. o Este algoritmo toma tiempo O(r(")) si r < n/2.

o Finalmente, se dice que H es un clan de G si H es una subgrafica
completa inducida de G.

Procedimiento clan(m, q)

@ Si g =0 entonces imprime(A).
@ Sino, para i = g hasta m haz:
@ Si gy estan unidos por una arista para toda g < j < r entonces:
@ Alg]=i.
@ clan(i—1,q—1).
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Conjunto i

<

Un conjunto independiente es una subgrafica inducida que no
contiene ninguna arista.

<

El tamafio de un conjunto independiente es su cantidad de vértices.

<

El problema del conjunto independiente es: Dada una gréfica
G = (V,E) y un niimero entero r, decidir si G tiene un conjunto
independiente de tamafio r.

(=

Observe que un conjunto independiente de G es un clan de la grifica
complementaria G = (V, E), donde E contiene a todas las aristas
posibles excepto a las de E.

<

Por lo tanto el algoritmo recién visto resuelve el problema del
conjunto independiente si se le aplica a G.
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