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Contenido

@ Aplicaciones de bisqueda en profundidad
o Componentes conexas y biconexas
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Componentes conexas

@ Tanto la bidsqueda en profundidad como en amplitud se pueden usar
para encontrar las componentes conexas de una gréfica.

@ Las dnicas modificaciones que se necesitan son que visita enumere
el vértice que se acaba de visitar y que la llamada no recursiva a
visita separe las listas de vértices.

@ Esto se puede hacer con un arreglo inver que tome los valores
inver [orden] = k (el negativo en la llamada no recursiva).
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Implementacién de componentes

orden = 0;
for (k = 0; k < n; k++)
visto[k] = 0;
for (k = 0; k < n; k++)
if (vistol[k] == 0) {
visita(k);
inver[visto[k]] = -inver[vistol[k]];

3

void visita(int k)
{
nodo *t;
visto[k] = ++orden;
inver [orden] = k;
for (¢t = alk]; t != NULL; t = t->sig)
if (visto[t->v] == 0)
visita(t->v);

3

V.
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Componentes biconexas

@ A veces es Util revisar que una grafica no tiene cuellos de botella o
puntos de fallo tnicos.

@ Un punto de articulacién es un vértice de una grafica que al borrarlo
aumenta el ndmero de componentes conexas de la gréfica.

@ Una grafica que no tiene puntos de articulacién se llama biconexa.

@ En una gréfica biconexa cada pareja de vértices distintos estan
conectados por al menos dos caminos disjuntos.

Francisco Zaragoza (UAM Azcapotzalco) Algoritmos y estructuras de datos Trimestre 2020 Invierno 5/ 61



Ejemplo de componentes biconexas

Componentes biconexas de una grafica. J
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Algoritmo de componentes biconexas

@ Modifiquemos la busqueda en profundidad para calcular las
componentes biconexas.

@ Un vértice x no es de articulacién si cada uno de sus hijos y tiene
algin descendiente conectado a un punto mas alto que x.

@ Excepto si es la raiz, que es un punto de articulacién si tiene dos o
mas hijos.

@ Hagamos que visita devuelva el vértice mas alto del arbol
encontrado.
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Implementacién de biconexas

int visita(int k)
{

nodo *t;

int temp, alto;

visto[k] = ++orden;
alto = orden;
for (t = alk]; t != NULL; t = t->sig)
if (visto[t->v] == 0) {
temp = visita(t->v);
if (temp < alto)
alto = temp;
if (temp >= vistol[k])
articulacion(k) ;
} else if (visto[t->v] < alto)
alto = visto[t->v];
return alto;

3

v
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Contenido

@ Aplicaciones de bisqueda en profundidad

@ Unidn y pertenencia
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Unidn y pertenencia

@ En algunas variantes del problema de conexidad lo tnico que se quiere
saber es si un cierto vértice estd conectado a otro.

@ Otro problema idéntico es el siguiente: se tiene una familia de
subconjuntos disjuntos y se quiere saber si dos elementos estan en el
mismo subconjunto.

@ En el problema de gréficas los subconjuntos corresponden con las
componentes conexas.
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Graficas dindmicas

Hasta ahora todas las graficas que hemos considerado han sido
estaticas (no cambian).

El algoritmo que estudiaremos funciona con graficas a las que se les
agregan aristas.

@ A la operacién de agregar una arista la llamaremos unién y a la
pregunta de conexidad la llamaremos pertenencia.

@ Estos nombres vienen de la versién del problema con conjuntos.
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Bosque de arboles

@ La estructura que usaremos para representar a los subconjuntos es un
bosque de arboles.

@ Al principio cada elemento forma su propio subconjunto y queda
representado por un arbol con un solo vértice.

@ Cuando se unen dos subconjuntos, sus arboles se juntan en un solo
arbol.

@ Para verificar la pertenencia se revisa si los dos elementos estdn en el
mismo arbol.
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Ejemplo de unién y pertenencia 1

o O,
5 2 1 2 3 4 5
o o @ @ 0O0O0O0O0
o o O O
4 3
Grafica sin aristas. )
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Ejemplo de unién y pertenencia 2

o @ 00O

~
w

Se afiade la arista (1,5). )
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Ejemplo de unién y pertenencia 3

1
5 2 1 2 3
o ©) oo
O @ 4 5
4 3
Se afiade la arista (4,5). )
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Ejemplo de unién y pertenencia 4

(1o a

Se afiade la arista (3,2). J
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Ejemplo de unién y pertenencia 5

(1o &

Se afiade la arista (4,1). J
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Ejemplo de unién y perten

Se afiade la arista (1, 3). J
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Representacion de los arboles

Usaremos un arreglo padre donde cada entrada sefala al padre.

Al inicio el arreglo satisface padre[i] = i.

La raiz del arbol que contiene a un elemento i se encuentra iterando
i = padrel[il.

Dos elementos estdn en el mismo arbol si tienen la misma raiz.

Para hacer la unién de dos elementos buscamos sus raices i, j y si
son distintas hacemos padre [i] = j.
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Contenido

@ Aplicaciones de bisqueda en profundidad

@ Ordenamiento topoldgico
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Graficas dirigidas aciclicas

@ En muchas aplicaciones es importante que una grafica dirigida no
contenga ciclos dirigidos.

@ Por ejemplo, si los vértices representan actividades y los arcos
precedencias entonces la presencia de un ciclo dirigido implica una
inconsistencia.

@ Se les llama graficas dirigidas aciclicas (en inglés directed acyclic
graph o DAG).
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Ejemplo de grafica aciclica

Blsqueda en profundidad en una grafica aciclica. J
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Ordenamiento topoldgico

@ Los vértices de una gréfica aciclica pueden procesarse de modo que
ningln vértice se procese antes que otro que apunte a él.

@ A esto se le llama un orden topoldgico (y generalmente hay mas de
uno de ellos).

A veces lo que interesa es un orden topoldgico inverso.

@ La busqueda en profundidad recursiva encuentra un orden topoldgico
inverso.

@ ;Cémo se halla un orden normal?
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Contenido

© Graficas con costos
@ Bisqueda por prioridad
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Graficas con costos

@ En muchas aplicaciones se desea elegir algunas aristas de una gréfica
para satisfacer algunas restricciones.

o El factor de decisién suele estar asociado con un cierto costo de las
aristas.

o Este costo puede representar distancia, tiempo, beneficio, etc.

@ Es muy facil almacenar el costo en cualquiera de las representaciones
vistas de gréficas.
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Ejemplo de grafica con costos

c|A|B|C|D|E|F|G|H
Al-[3[-3[2[a[-]-

B3 |-13]-]-|1]-]-
Cl-[3[-[32[-1-]1

D3 3 -12[-[-1-
E(2]-]212]-]-]-]-
Fla|1]-]|-|-]-4

G|l -|-[-|-[-[4[-T4

Hl - [-[1]-|-|-]4]-
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Bisqueda por prioridad

@ Si en el método de busqueda en profundidad no recursivo se reemplaza
la pila por una cola de prioridad se obtiene un recorrido distinto.

@ A éste se le Ilama biisqueda por prioridad.
@ La prioridad se le asigna a los vértices.

@ Recordemos que una cola de prioridad se puede implementar con un
monticulo.
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Ejemplo de busqueda por prioridad 1

0 0

Cola de prioridad [(0,—)] — [(2,0),(3,0), (4,0),(6,0)]. ]
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Ejemplo de busqueda por prioridad 2

0 0

[(2,0),(3,0), (4,0),(6,0)] — [(3,0),(4,0),(5,2),(6,0)] =
[(1,3),(4,0), (5,2), (6,0)]. J
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Ejemplo de busqueda por prioridad 3

0 0

5 7 5 7
[(1,3),(4,0),(5,2),(6,0)] = [(4,0),(5,2),(6,0),(7,1)] =
[(5,2),(6,0), (7, 1)]. J
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Ejemplo de busqueda por prioridad 4

Cola de prioridad [(5,2), (6,0), (7,1)] — [(6,0), (7,1)] — [(7,1)]. J
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Contenido

© Graficas con costos

@ Arboles abarcadores de costo minimo
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Arboles abarcadores minimos

Recordemos que un arbol abarcador es un arbol que usa todos los
vértices de una gréfica.

@ Si las aristas tienen costos le asignaremos a cada drbol abarcador
como costo la suma de los costos de las aristas que lo forman.

Una grafica conexa suele tener mas de un arbol abarcador. Nos
interesa encontrar un arbol abarcador de costo minimo.

Aplicacién: Conexién a costo minimo.

Dos algoritmos para resolver este problema.
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Algoritmo de Prim

o El algoritmo de Prim construye un arbol abarcador de costo minimo
usando la busqueda por prioridad.

@ La prioridad de cada vértice viene dada por el costo minimo de las
aristas que lo unan a los vértices ya explorados.

@ La prioridad de los vértices puede cambiar a lo largo de la ejecucién
del algoritmo.

@ Esto necesita una estructura de datos que pueda actualizar la
prioridad.
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Ejemplo del algoritmo de Prim 1

)
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Ejemplo del algoritmo de Prim 2

[(D,E,2),(C,E,2),(B,A3),(F,A4)] —
[(C,E,2),(B,A3),(F,A4)] —[(H,C,1),(B,A3),(F,A4) J
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Ejemplo del algoritmo de Prim 3

)
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Ejemplo del algoritmo de Prim 4

[(F,B,1),(G,H,4)] = [(G,H,4)] =] J
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Algoritmo de Kruskal

o El algoritmo de Kruskal construye un arbol abarcador minimo con
unién y pertenencia.

@ Al principio cada vértice forma su propia componente conexa.

@ Las aristas se ordenan crecientemente por costo y se consideran en
ese orden.

@ Si los dos vértices de una arista estdn en diferentes componentes
conexas se hace la unién y se agrega la arista al arbol abarcador, en
caso contrario se ignora.
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Ejemplo del algoritmo de Kruskal 1

FB, CH, AE, ED, EC, AD, AB, BC, DC, FA, GH, FG. )
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Ejemplo del algoritmo de Kruskal 2

CH, AE, ED, EC, AD, AB, BC, DC, FA, GH, FG. )
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Ejemplo del algoritmo de Kruskal 3

ED, EC, AD, AB, BC, DC, FA, GH, FG. )
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Ejemplo del algoritmo de Kruskal 4

A A
//‘Q\. 3
4 R I N
R N
F » 723 12 D
s 2N,
-Q B Eé-——;b
1 .
N ) /’/
. 3\ |/. 3
N
¢ c
G 4 I
- —=—--QH

AB, BC, DC, FA, GH, FG.
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servaciones de ambos algoritmos

En ambos algoritmos puede haber empates.

Los empates que ocurran se pueden resolver de cualquier forma y
produciran diversos arboles abarcadores minimos.

El algoritmo de Prim se ejecuta en tiempo o (m + n) log n.

El algoritmo de Kruskal se ejecuta en tiempo o mlog m + nlog n.

Ambos algoritmos pueden encontrar arboles abarcadores maximos.
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Contenido

© Graficas con costos

@ Caminos mdas cortos
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Caminos mas cortos

Si una grafica es conexa entonces todos sus vértices estan conectados
por caminos.

Es probable que cada pareja de vértices esté conectada por mds de un
camino.

@ Si a cada camino le asignamos un costo igual a la suma de los costos
de las aristas que lo forman nos interesa encontrar un camino de
costo minimo o camino mds corto.

Si todos los costos son iguales a 1 entonces ya sabemos como resolver
este problema.
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Algoritmo de Dijkstra

o El algoritmo de Dijkstra genera los caminos mds cortos desde un
vértice inicial a todos los demdas usando la bisqueda por prioridad.

o La prioridad de cada vértice es el costo minimo de un camino a él
desde el vértice inicial usando sélo los vértices ya explorados.

@ Al principio el vértice inicial tiene prioridad 0 y todos los demds tienen
prioridad +o0.

o Cada que se explora un vértice se actualizan las prioridades de sus
vecinos no explorados.
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Ejemplo del algoritmo de Dijkstra 1

(A,0) (A,0)

7/
4 2,

O-) F4-s 7

C : (Ha_) C
[(A,—,0)] — [(E, A, 2),(B,A,3),(D,A,3),(F,A4)] —
[(B,A,3),(D,A,3),(C,E,4),(F,AA4). J

Francisco Zaragoza (UAM Azcapotzalco) Algoritmos y estructuras de datos Trimestre 2020 Invierno 48 / 61



Ejemplo del algoritmo de Dijkstra 2

(A,0) (A,0)

D,3) ([F4 (D.,3)

(G- #

¢

[(B,A,3),(D,A,3),(C,E 4),(F,A 4] —
[(D,A,3),(C,E,4),(F,A4)]— [(C,E,4),(F,A4). J
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Ejemplo del algoritmo de Dijkstra 3

(A,0) (A0)

(D.3)

(C4)

iy
© (H.5)

[(C,E,4),(F,A4)] —[(F,A4),(H,C,5)] — [(H, C,5),(G, F,8)]. J
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Ejemplo del algoritmo de Dijkstra 4

(A0) (A0)

(C4)

|
|
|
: 4
e (H,5)

[(H, C,5),(G,F,8)] = (G, F,8)] = [I. |
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Otro ejemplo de Dijkstra 1

(A,0) (A,0)

C - (Ha_) C - (H’_)

[(A, —.0)] = [(E, A, 2),(B,A,3),(D,A,3),(F,AS5)] =
[(B,A,3),(D,A,3),(C,E,5),(F,A,5). J
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Otro ejemplo de Dijkstra 2

(A,0) (A,0)

D,3) ([F4 (D.,3)

(G- # (G,-) #

¢

¢

[(D,A,3),(C,B,4), 4] — [(C, B,4),(F,B,4)].

Y

[(B,A,3),(D,A3),(C,E,5),(F,A5B)] —
(F,B J
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Otro ejemplo de Dijkstra 3

(A,0) (A0)

(F.4 (D,3)

(C4)

G,-) 4 I
p () © (H)5)

[(C,B,4),(F,B,4)] —[(F,B,4),(H, C,5)] — [(H, C,5),(G, F,8)]. J
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Otro ejemplo de Dijkstra 4

(A0) (A0)

(D,3) (F4 (D,3)

(C4)

|
|
|
: 4
e (H,5)

[(H, C,5),(G,F,8)] = (G, F,8)] = [I. |
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Observaciones de Dijkstra

o El algoritmo de Dijkstra construye un drbol de caminos mas cortos
con raiz en el vértice inicial. Este drbol no es tnico.

e El algoritmo de Dijkstra se ejecuta en tiempo o (m + n)log n usando
listas de adyacencia y en tiempo o n? usando matrices de adyacencia.
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Todos los caminos mas cortos

@ A veces queremos encontrar las longitudes (o costos) de los caminos
mds cortos entre todas las parejas de vértices de una gréfica.

@ Podemos hacerlo usando el algoritmo de Dijkstra n veces, una desde
cada vértice.

@ Esto se ejecuta en tiempo o< n(m + n)log n usando listas de
adyacencia y en tiempo o n® usando matrices de adyacencia.

@ Hay una forma mas sencilla.
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Algoritmo de Floyd

@ Suponga que los vértices estdn numerados del 1 al ny queremos
responder la siguiente pregunta:

o ;Cudl es la longitud a(u, v, i) del camino mas corto del vértice u al v
usando sdlo vértices intermedios con nimeros < j?

@ Observe que a(u, v,0) es el costo de la arista uv si uy v son
adyacentes o bien +oo.

@ Si i > 0 entonces a(u, v, i) es el menor de a(u,v,i—1)y
a(u,i,i—1)+a(i,v,i—1).
o jPorqué?
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Implementacién de Floyd

@ Se comienza con una matriz de adyacencia a con los costos de las
aristas (o ndmeros muy grandes donde no las haya).

@ Se termina con las longitudes de los caminos mas cortos.

for (i = 0; 1 < n; i++)
for (u = 0; u < n; u++)
for (v = 0; v < n; v++) {
t = alul[i] + alil[v];
if (¢t < aful [v])
aful [vl = t;
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Ejemplo del algoritmo de Floyd 1

324 036324
SHCRSES I 303651 - - 303651 - -
-3032--1 -3032--1 630324-1
Ze307 === 363027 - - 363027 - -
2-220-- - 252206 - - 252206 - -
41---04- 41-7604- 4147604 -
----- 404 -----404 -----404
--1---40 ) --1---40 }) --1---40 |
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Ejemplo del algoritmo de Floyd 2

03432485 03432485 03432485
30365154 30365154 30365154
43032481 43032481 43032451
363027 +4 363027 +4 36302784
252206 +3 252206 +3 25220673
41476045 41476045 41476045
858+ +404 858++404 85587404
54143540 | 54143540 | 54143540 |
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