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Superficies y Genero de Euler

» Sea )M, la esfera con g

A2 ,
\ asas. Su género de Euler
es
"Y(Mg> —

» Sea N, la esfera con g
% bonetes cruzados. Su
genero de Euler es

‘V(Ng) =9
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| Grafos.y. Género de Euler

# Sea (G un grafo simple.

» El género orientable 7(G) de G es el minimo g
tal que G es encajable en M,,.

» El género no orientable 7(G) de G es el minimo g
tal que G es encajable en N,,.

» El género de Euler v(G) de G es
min{29(G). 7(G)}.

» Note que
v(G) = min{v(S) : G es encajable en S}
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| Cuadrangulaciones

Una cuadrangulacion de una superficie cerrada S
es un grafo simple G encajado en S de tal forma
gue todas sus caras tengan cuatro vertices
(diferentes).

Dos cuadrangulaciones de la esfera son el

cuadrado y el cubo.



| Cuadrangulaciones lrreducibles

Una cara de una cuadrangulacion es contractible S
la siguiente operacion produce otra
cuadrangulacion.

/b

O 1

\d
Una cuadrangulacion es irreducible SI no tiene

caras contractibles.




| Cuadrangulaciones lrreducibles

Maximas

Sea ¢(S) el maximo namero de vértices de una
cuadrangulacion irreducible de una superficie
cerrada S. Este numero es finito, de hecho

q(S) < 1867(S) — 64

(Nakamoto y Ota, 1995)
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| Resultado Principal

Teorema. Para cada superficie cerrada S se
tiene la siguiente cota

¢(S) < 159.57(S) — 46

Disminuimos la cota anterior en un 14%.
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| Algunos Lemas

# Sean G; Yy Godosgrafosy G = Gy U Gy. SI
V(Gp) NV (Gy)| < 2 entonces
1(G) = 7(Gr) +v(G2) (Miller, 1987).

# Sea (G una cuadrangulacion irreducible de
S # M,. El grado minimo de G es 3
(Nakamoto y Ota, 1995).
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| Otro Lema

# Sea (¢’ el grafo encajado en
S obtenido al anadir un
vertice de grado 4 a cada
una de las caras de G.
G Para v € V(G), sea H, el
subgrafo de G’ inducido por
v, SUS vecinos, y los vertices
de las caras que contienen
a v. Entonces ~(H,) >
1 (Nakamoto y Ota, 1995

, para degg (1) < 4). |




| Lema del Conjunto Independiente

Para : > 3 sea V; el conjunto de vertices de
grado : en G. Decimos que [ C V(G) es
Independiente si cualesquiera par de vértices en
[ estan en distintas caras de G.

Lema. Sea k > 3. EXiste un conjunto inde-
pendiente X C V3 UV, U---V} tal que

k
Vi
RS

Nakamoto y Ota probaron esto para k£ = 4. I



| Demeostracion (1)

# Sea k > 3,sea X como en el Lema del
Conjunto Independientey sea Y C V(G)\ X
el subconjunto de vertices de G que estan en
la misma cara que un vértice de X.

» Construya una subgrafo bipartito Bde X y Y.
Este grafo esta encajado en S.
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| Demeostracion (2)

# Encuentre un subconjunto maximal
X" :=Av,v9,...,v.} C X de tal forma que
podamos aplicar el Lema de Miller a la
sucesion de grafos
H,, H ,UH,, ..., H ZUH, U---UH, y
obtenemos la cota

1(5) = X'}

» Construya otro subgrafo bipartito B’ de X'y
Y’, el cual también esta encajado en S.
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| Demeostracion (3)

» Utilice la maximalidad de X’ para demostrar
que B’ tiene al menos 3(| X | — | X'|) + |Y”
aristas.

» Utilice la formula de Euler sobre B’y
propiedades de X para demostrar que
4 —2v(5) < (2k + 3)| X' — | X]|.

» Utilice la formula de Euler
Vol — |Eq| + |Fg| = 2 — v(S5) y teoria de
grafos basica sobre G para demostrar que

(k=i + DV = (=BG - 4(5) +8 |
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| Demostracion (4)

» Sean;p = maxg<i<r(2t+1)(k—17+ 1). Note
que ny =7, ny =14,y ny = 2(k + 1)(k + 2)
para k > 5.

» Utilice la cota inferior para | X | del Lema de
Conjunto Independiente para obtener

(k= 3)[V(G)[ +4v(5) — 8

41—2 <
v(S) < o

-H(2k+3)| X

0 de forma equivalente

(S) > G=BIV(@ 8 tm(4—(2k+3) X))

2n.+4 I



| Demaeostracion (5)

» Tenemos dos cotas para v(S) que dependen
de | X'|. Al eliminar esta dependencia

obtenemos
44 (5 + 2k)ny, dng + 8
() - == = [V(G)

» Para k=4, |V(G)| < 186v(S) — 64 que es la
cota obtenida por Nakamoto y Ota.

o Parak =25, |V(G)| < 159.5v(S) — 46
» Para k > 6, la cota para |V (G)| no es mejor.
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| Conclusiones (1)

» Mejoramos la cota para el tamano maximo de
cuadrangulaciones irreducibles. La antigua
cota era ¢(S5) < 186(.S) — 64 y nuestra nueva
cota es

q(S) < 159.5v(S) — 46

Disminuimos la cota para ¢(.5) en un 14%.

# Tenemos una definicion alternativa de
cuadrangulacion. La misma cota es
verdadera y estamos estudiando la

correspondencia entre las cuadrangulaciones
irreducibles de superficies de bajos generos. I



| Conclusiones (2)

# También mejoramos la cota para el tamano
maximo de triangulaciones irreducibles. La
antigua cotaera |V (G)| < 171v(S5) — 72y
nuestra nueva cota es

V(G| < 106.57(S) — 33

Disminuimos la cota en un 37%.
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