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Capitulo 1

El Experimento de
Stern-(serlach

El experimento de Stern-Gerlach consiste en la deteccién del momento magnético de una
particula a través de su trayectoria en un campo magnético altamente no uniforme. En la
figura 1.1 puede verse el resultado experimental obtenido por Walther Gerlach en 1922.

1.1. Momento magnético

El momento magnético de una particula p esta dado por

IA g 5T X QU ST XD q
[ fr— = = L ]..1
B c “ cT TV 27r7“c7rr mru 2me (1.1)

donde I es la corriente, q es la carga de la particula, v la velocidad, r el radio de la 6rbita,
T su periodo, p el momento lineal y L el momento angular. Esto es cierto si la masa y la
carga de la particula estan localizadas en un punto. Para una esfera sélida con carga y masa
uniformemente distribuidas

5 ¢
= - L. 1.2
# 6 2mc (12)
En general se puede decir que
q
=g—1L. 1.3
n=g5 (1.3)

donde g es el factor giromagnético y depende de como se distribuye la carga y la masa desde
el punto de vista clasico. Cudnticamente veremos que no es tan simple. En el caso particular
del electrén y el espin

q
—g18s 1.4
p=g5 -8 (1.4)

donde S es el espin del electrén.
La energia de una particula con espin en un campo magnético esta dada por

U=-u-B (1.5)
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Figura 1.1: Resultados del experimento de Stern - Gerlach

entonces la fuerza experimentada por la particula es

0B,

(1.6)

suponiendo que B = kB, (z), es sélo funcién de z y no tiene componentes en x y y.

1.2. Experimento de Stern-Gerlach

En el experimento de Stern-Gerlach, que puede verse en la figura 1.2, se evapora plata
en un horno en el que hay un pequeno orificio. Los atomos calientes de plata salen por el
orificio y posteriormente son colimados por medio de sucesivos orificios. El haz obtenido
pasa por una regién de campo magnético no homogéneo. La fuerza de la eq. (1.6) divide al
haz en dos partes, aquella cuyas particulas tienen proyeccién del espin S, = —f/2 y aquella
que tiene S, = h/2. Se puede pensar en tres experimentos de Stern-Gerlach:

1.2.1. Experimento 1

Un haz de electrones pasa por el campo magnético alineado en z. Salen por un lado la
mitad de los dtomos de plata que entraron y por el otro la otra mitad. Ver figura 1.3 (a).

1.2.2. Experimento 2

Un haz de electrones pasa por el campo magnético alineado en z. El haz resultante es
pasado nuevamente por un campo magnético alineado en z. Sale un haz de electrones que
contiene la mitad de los dtomos originales. Ver figura 1.3 (b).
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Figura 1.2: Esquema del experimento de Stern - Gerlach.

1.2.3. Experimento 3

Un haz de electrones pasa por el campo magnético alineado en z. El haz resultante es
pasado nuevamente por un campo magnético alineado en x. En esta etapa intermedia salen
la mitad de los electrones por un lado y la otra mitad por el otro lado. Cualquiera de estos
dos haces resultantes es pasado por un campo magnético alineado en z. Salen nuevamente
dos haces. Ambos contienen la cuarta parte de los dtomos originales. Ver figura 1.3 (c)

1.3. El estado cuantico

Dependiendo por donde sale un dtomo podemos asignarle un vector que describa su
estado. Si sale por el lado positivo de la proyeccién en z del espin asignamos |+z) y si sale
por el lado negativo |—z). |[4+2) recibe el nombre de ket. El ket |[4+z) tiene espin h/2 y el ket
|—z) tiene espin —h/2.

Hacemos una serie de suposiciones sobre estos vectores:

1. |[4+2) y |—2) forman una base completa y ortonormal. Es decir

ey |+z)+e_|—-2)=0 (1.7)
sélo si ¢y = c— =0 y el producto interno de estos vectores es
(tzl4+z) =(-z|-2) =1,  (+z|-2) =(-z[+z) =0, (1.8)

debido a que una particula con S, = h/2 tiene cero amplitud de estar en el estado
descrito por S, = —h/2. (+z] recibe el nombre de bra.

2. El estado més general en el que podemos pensar es
) =y [+2) + e |-2) (1.9)
de donde se puede deducir que

cr=(+zlY), o =(=z)). (1.10)
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Figura 1.3: Esquema del experimento de Stern - Gerlach.

3. A cada ket le corresponde un bra entonces
(W] = &} (+2[+ 2 (=],
lo que garantiza que
2 2
(W) = les]” + -]

Ademis puede verse que

o = (+z[¥)

e = (=z[¥)

(1.11)

(1.12)

(1.13)
(1.14)

Los coeficientes ¢4 y c— son las amplitudes de probabilidad y sus cuadrados |c+|2 y

le— |2 son las probabilidades de que el §tomo de plata tenga espin S, = h/20 5,

respectivamente.

Una consecuencia de todo esto es que

(IH2) (+2[ + [=2) (=2 [¢¥) = [¢)

entonces
|+2) (+2| +|—2) (—z| = 1.
1.4. Analisis del Experimento 3

En la primera etapa el estado de los 4&tomos de plata cumple con

\/§ |_Z>

5, is
V)= 5 2]+

—h/2

(1.15)

(1.16)

(1.17)
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donde se puede verificar que se cumple que (¢ |) = 1. La probabilidad de que un atomo
tenga S, = h/2 o S, = —h/2 son respectivamente

- e () () (5) 3 o
eié, eits, * 67;6’ e—itS,
r = == () (%) = (53) () =3 0w

el promedio del espin a la entrada es

h h
_ n L 1.2
(52) p+(2)+p ( 2) 0 (1.20)
y la dispersion de S, es

ast= (st~ st =p (1) o () 22 (121)

Una vez que el haz de dtomos entra al aparato de Stern-Gerlach alineado en z se divide
en dos y la probabilidad de que salga por el lado de S, = /2 es py = 1/2 y la de que salga
por el lado de S, = —hi/2 es py = —1/2.

El haz de S, = h/2 estd en un estado descrito por |+z) entonces p; = 1y p_ = 0.
Ademids (S.) =h/2y AS, = h/2.

Como la base {|+z),|—2)} es completa entonces el estado |+x) queda dado por

[+x) =

)+ ) - (1.22)

oi0+ oi0-
% |+Z W |—Z
Por esto, el haz cuyo estado es |[+a) tiene ambas proyecciones en z y da lugar a dos haces:
uno con S, = fii/2 y otro con S, = —h/2.

1.5. Cuarto Experimento de Stern-Guerlach

En este se utiliza el dispositivo disenado por Feynman que regresa a los dtomos de plata
al lugar original.

1.6. Quinto Experimento de Stern-Guerlach

En este experimento se utiliza la misma configuraciéon que en el tercer experimento de
Stern-Guerlach pero en lugar de proyectar en z proyectamos primero en y y luego en z.
Tenemos que el vector de estado correspondiente a S, = 1/2 es

> + ‘ > e- e+ ( > ei——ir+ ‘ >) 193
+yY)=—F=|+2)+ —=|—2)=—F | |+2)+ —F——|-%3) . :
Multiplicando el conjugado de la ecuacién anterior por la ec. (1.22) tenemos que

[ty l+e)] = 3 |

Il

1+ cos (6 —7)]. (1.24)
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donde 6 = §_ — 64 vy v = 7— — 4. Es importante notar que las fases no pueden ser
arbitrarias. Para que la ecuacién anterior esté normalizada § — v = £7/2. Se suele tomar

d =0y v =m/2 por lo que obtenemos
1
V2

Se puede comprobar facilmente que el ket

[+z) = —=[+2)

1
_|_7
V2

|—)

—\/5 z \/i z

cumple las condiciones de ortonormalidad

(+x|+zx) = (—z|-x) =1, (+x|-z) = (—z|+x) = 0.

Andlogamente, los kets que se obtienen para las proyecciones en y

1 ) 1 )
|+y>=\ﬁ|+z>+ﬁ|—z>, |—y) = ﬁ|+z>_\ﬁ|_z>a

cumplen las condiciones de ortonormalidad

(tyl+y) = (~yl-y) =1, (+yl-y)=(-yl|+y)=0.

[=2).

).

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)



Capitulo 2

Mecanica Matricial

En este capitulo representaremos los bra’s y los ket’s en forma matricial.

2.1. Representacion matricial de los bra’s y los ket’s
Hacemos las siguientes asignaciones
— (tzld) \ _ (¢
w5 (2 )=(2)

Wl g (WhHz) @l-z) )=(c ). (2.1)

Esto quiere decir que hemos elegido una representacién muy particular para la base {|+z) ,|—2)},
ésta se muestra a continuacién

g () ()
=5 (20)-() +
o (P )=5(0)
= s (F)-5(0) 0
s (E2)-500)
05 (E2))=500) o

En las ecuaciones anteriores, el subindice S, significa que la base corresponde a las proyec-
ciones en z del espin.
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2.2. Operadores de Rotacion
Si rotamos al vector |+z) 90° sobre el eje j debemos obtener al vector |+x)
+z) = R(%4)1+2)
—e) = R(34)1-2)- (2.5)
Al actuar sobre un estado completamente general obtenemos
R(53) 1) = R (53) [42) +e-R (53) [-2) = ey [+a) + oo |-2)  (26)
Es natural preguntarnos cuales son los bras de los kets de la ec. 2.5; una posibilidad es que
(+a| = R(34) (+2
(~a| = R(34) (=, (2.7)

pero esto es incorrecto ya que, por ejemplo

(+x|4=x) = <+z ‘R (g3> R (gg)‘ +z> = <+z ‘R (gg>’ +:c> = (+x|-2z)= % (2.8)
Por este motivo definimos al operador adjunto
(+a| = R'(35)(+=l
(~a| = R'(34) (=] (2.9)
Para el caso particular del operador de rotaciones puede verse que
(4 |+z) = <+z‘RT (%‘)R(%j)‘ +z> =1 (2.10)

por lo tanto RY (gj) R (g j) = 1. Los operadores que cumplen esta condiciéon reciben el
nombre de operadores unitarios.

2.3. El generador de rotaciones

Ahora tratamos de construir un operador que genere rotaciones infinitesimales en lugar
de rotaciones de 90°.
Veamos si el operador dado por

R(dok) =1 — %sz (2.11)

cumple con las condiciones generales de las rotaciones. En la ecuacién anterior J, es un
operador que tiene unidades de espin. Ademds suponemos que es hermitiano, es decir J, =
JI. Se puede probar que este operador es unitario

R (d¢k) RT (dok) =1 + % (JI = J.)do + O (d¢?) (2.12)
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Ahora tratamos de encontrar las rotaciones finitas
R (¢k) R (dok) R([d¢ + ¢] k)
R (k) (1 - ;szas) = R([d+ 9] k)

i
R(ok)— R([do+9]k) = +J.doR (o)
oy (oK) —R(do+ k) i,
Am do = pleR(9K)
0 z
- k) = - k 2.1
SoR0k) = LIR(0k). (213)
La solucién formal de esta ecuacién es
R (¢k) = exp (;_LJZ> (2.14)
Esto también se puede demostrar usando la definicién de la exponencial
z. I N
exp (z) = ngnoo (1 + N) (2.15)
y el hecho de que
Jim R (dok)N = R(¢k),  dp = Jim % (2.16)

2.4. Eigenestados y Eigenvalores

Dos estados representan la misma situacion fisica si los kets que los describen difieren a
lo mds en una fase. Si rotamos a |[+z) o |—z) sobre el eje z deberfamos obtener la misma
situacion fisica

R (k) |+2) = exp (ia) |+2) (2.17)
y para esto es importante que
I |+z) =(|+2) (2.18)

donde ¢ es un numero real. Esto puede verse del hecho de que

= exp <;g> l+z). (2.19)
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2.5. El operador identidad y los operadores de proyec-
cion

Como ya hemos visto

) = ([+2) (+2] + [=2) (=2]) [¥) = [¢) (2.20)
por lo que
[+2) (+2| +|—2) (—2| = 1. (2.21)
Los operadores
Py = |+z) (+=], P_=|-z)(—2z] (2.22)
se llaman proyectores ya que al actuar sobre un estado dejan solo la proyeccién
Poly) =y l+2),  Po[Y)=c_|-2). (2.23)
Estos operadores cumplen con las propiedades
P? =Py, P2 =P, (2.24)
P.P_=0, P_P, =0, (2.25)
P 4+P_=1. (2.26)

Esto estd relacionado con el experimento de Stern-Gerlach. Cada operador de proyeccion
corresponde a una de las salidas del experimento de Stern-Gerlach.

2.6. Representacion Matricial de los Operadores

Un operador actuando sobre un ket da por resultado otro ket

Alp) = o). (2.27)

Insertando un 1 en medio y multiplicando por |[4+z) y |—z) obtenemos

(s S () -(E0) e

Ya habiamos visto que

v (529) wa (59) 220

por lo tanto

A

o (<+z|A|+z> (+2 IA—Z>) (2.30)

S: \ (=zlAl+2) (-z|A]-2)
Por ejemplo, podemos calcular la representacién matricial de J,. En notacién de brakets

lenemOS que
2 2

— <+Z|Jz|+2> <+Z|JZ‘—z> B h/2 0
A S, ( (—z|J:|+2) (—z|J.]—2) ) - ( 0 —h/2 > (2.32)
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2.7. Elementos de matriz del operador adjunto

Si el operador A actiia sobre un ket se obtiene otro ket diferente y los mismo ocurre con
los bras

Alp) =le), (WA= (¢l (2.33)

Los elementos de matriz del operador A y su adjunto A son
(XIAlY) =(xle),  (WIAIX) = (e lx) (2.34)
y como (x|¢) = (¢ |x)" entonces

(x [Al9) = (¢ |A]x)" (2.35)

Se puede decir entonces que la matriz correspondiente al adjunto de un operador es la
transpuesta conjugada del operador original.

Si hacemos la asignacién |1) = |[+2) y |2) = |—2) y la matriz del operador A queda como
Aij = (i]A[7) (2.36)
entonces

(AT),; = (@[AT ) = G 1Al = 45, (2.37)

De otra forma

A Ar t A7 A3

A , A ! 2. 2.38
- < Ay Az > - Aly A3 ( )

2.8. Productos de Operadores

De lo que ya hemos visto

2 2

dolil=1, Y P=1 (2.39)

i=1 i=1
Los elementos de matriz del producto de dos operadores A y B es
(AB)ij = (i|AB|j). (2.40)

Insertando un 1 entre los dos operadores en la ecuacién anterior obtenemos que

2 2

(AB);; =Y (i|Aln) (n|B|j) =Y AinBAy; (2.41)

n=1 n=1

es el producto de las matrices que representan a los operadores.
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2.9. Valores esperados de los operadores
Para un estado dado por
) = cq[+2) + e |=2) = [+2) (+z |¥) + |-2) (=2 |¢) (2.42)

el valor promedio del espin estda dado por

(5 = glevf = Dle = Dzl — 2 |(—2 )P
= D E) (b2 ) — D (e (e )
(1 - (12) (421 1=2) {2 [9) = (9 |A] ) (2.43)

2.10. Polarizacion de Fotones

Reconocemos dos estados de polarizacion en los fotones: |z) y |y). Si un fotén pasa por un
polarizador cuyo eje de transmisién es horizontal, los fotones que pueden pasar son aquellos
que se encuentran en el estado |y).

La base de estados

1 1
R)y=—(|x)+1 , L)y=— () —1 . 2.44
|R) \@(H v)) L) \@(H v)) (2.44)
Esto corresponde a un campo eléctrico circularmente polarizado

E = Epiexp (ikz — wt) + iEpj exp (ikz — wt) (2.45)

en cuyo frente de onda gira.



Capitulo 3

Momento Angular

El orden en el que realizamos un rotacién es importante. Por esto, las rotaciones en
general no conmutan y sus generadores tampoco.

3.1. Rotaciones

Una rotacion al rededor del eje z esta dada por

" Ay cos¢ —sing 0
v | =Sek) | Ay |, S(¢k)=| sing cos¢p O (3.1)
A A, 0 0 1

Una rotacién alrededor del eje x estd dada por

1 0 0
S(¢i)=| 0 cos¢p —sing (3.2)
0 sing cos¢

Una rotacién alrededor del eje y esta dada por

cos¢p 0 sing
S(ei)=| 0 1 0 (3-3)
—sing cos ¢

Ahora hacemos dos rotaciones sucesivas infinitesimales al rededor de x y y y le restamos
dos rotaciones sucesivas primero al rededor de y y x obteniendo

0 —A¢* 0
S(A¢E)S(Agg) —S(Agf)S(Agi) = | A¢> 0 0 | =S(A¢%k) -1 (3.4)
0 0 0
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Queremos que las rotaciones de estados cuanticos hagan los mismo entonces

R(A¢i) R(Agj) — R(A¢)) R(Agi)

_ [, ilde 1 (1A zJAqS 1
- ooy sy o
_{1_inA¢ <J ¢> }{ LA 1
h no 2

<$‘f’>}

(Jody — JyJs) Ad?
- R (35)
Queremos entonces que
[z, Jy] = Judy — JyJz = thJ, (3.6)

donde [J,, J,] recibe el nombre de conmutador. Podemos repetir este procedimiento para
las otras dos rotaciones obteniendo

(o, o] = ihdy,  [Jy,J.] = ik, (3.7)

3.2. Operadores que Conmutan

Se dice que dos operadores conmutan cuando

[A,B|]=0 —  AB=BA. (3.8)
Dos operadores que conmutan tienen los mismos eigenvectores
Ala)y = ala)
BAl|a) = Bala)
ABla) = Bala)
A(Bla)) = a(Bla)) (3.9)

Como supusimos que sélo hay uno de estos estados entonces

Bla) =bla) (3.10)
donde b es una constante entonces podemos reetiquetar a |a)

lay — |a,b) (3.11)

y se dice que |a,b) es eigenestados simultdneo de A y B.

3.3. Eigenestados y Eigenvalores del Momento Angular

Aunque la relacién de conmutacién de las ecs. (3.6) y (3.7) prueban que los operadores
de las componentes del momento no conmutan entre si, se puede ver que el conmutador de
J? conmuta con cualquiera de ellos

JP =04+ J? (3.12)
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entonces
(., J?] = [J.. J2] + [J..J2] =0 (3.13)

zZyr Yy

El resultado anterior puede demostrarse utilizando las identidades de conmutadores sigu-
ientes

[A,B+C] = [A B]+[AC] (3.14)
[A,BC] = BIA,C]+|A,B|C (3.15)

Utilizando el resultado de la seccién anterior podemos ver que

J2\m) = ARZ|\,m) (3.16)
J. A, m) = mh|\,m) (3.17)

donde X > 0 dado que J? es la magnitud de un vector y ademds suponemos que
</\7m |>‘/am/> = 6>\,>\’6m,m/- (318)

3.3.1. Espin 1

Més adelante veremos que para A = 1 los operadores J,, J, y J. se pueden representar
matricialmente como

A 010 A 0 —i 0
Jy—=Jo=—1 1 0 1 |, Jy—=Jy=—1| ¢ 0 —i |,
V2 010 V2 0 ¢« 0
1 0 O
J, =1, = 0 0 O , (3.19)
0 0 -1
y el cuadrado del médulo de J
1 00
JP=J?=2n 0 1 0 (3.20)
0 0 1
Los eigenvectores de J? pueden ser
1 0 0
v = 0 s Vg = 1 s V3 — 0 . (321)
0 0 1

Pero puede elegirse otra base distinta. Lo que resulta conveniente de esta base es que ademas
son eigenestados de J; . Esto se debe a que estos estados son degenerados, es decir, que para
un solo estado de J? hay, como veremos mas adelante, 2\ 4+ 1 estados de J,.

Definimos las siguientes matrices

Jr =T, il (3.22)
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y notamos que tiene el efecto de hacer subir o bajar a los eigenvectores encontrados anteri-
ormente.

Jivs = V2hvs, Jive = V2hvy, Jiv =0, (3.23)
J_ v = V2hvs, J_vy = V2hus, J_vs =0. (3.24)
(3.25)

Decimos entonces que estos son operadores de ascenso y descenso.

3.3.2. Operadores de Ascenso y Descenso

Los operadores de ascenso y descenso se definen como

Jy = Jy +il, (3.26)

J_=Jp—idy = (Jo+iJ,) = JL. (3.27)
El conmutador de estos operadores con .J, es
[z Ja] = [J2, Jg £idy] = th (J, £iJ,) = £hJy (3.28)

En la seccién anterior vimos que estos operadores en su forma matricial actuando sobre los
eigenvectores de J, nos llevan de un vector al siguiente. Vemos que esto mismo ocurre con
los operadores

JoJ+ \)\,m> = (JiJz + [JZ, Jj:]) \/\,m> = (Jijz -+ ﬂ:ﬁJi) \/\,m>
= Ja (J. 4 £R) A m) = A(m £ 1) [A,m). (3.29)

Ademés, para .J? tenemos que
J2 T |\, m) = AR? |\, m) (3.30)

Por lo tanto
Jie|Am) =cy|A,m=E1) (3.31)

Dado que el cuadrado de la magnitud debe ser mayor que el cuadrado de cualquiera de sus
componentes tenemos que

(\,m|J* = JZ|A,m) >0 (3.32)
de donde se deduce que
R (A —m?) (A, m|\,m) >0 (3.33)
y finalmente
m? <\ (3.34)

Supongamos que j es el maximo valor que puede tomar m entonces

Ji A7) =0 (3.35)
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Multiplicando
J_Jy =T+ ) +ilJe, Jy) =J* = J2 = hl. (3.36)

por el ket |A,j) debemos obtener cero debido al operador J; en el lado izquierdo de la
ecuacién anterior

J_ T Ng) =2 = 2= R NG) = (A= 32— ) B3\, 5) = 0 (3.37)

obteniéndose que A = j(j + 1). Anédlogamente, suponemos que j’ es el minimo valor posible
de m

J_ING) =0
JpJo = 24 Jl =il Jy == T2+ h,
SN = (P =2 4+hL) NG = (A =% =) RPN =0 (3.38)

y por lo tanto A = j’ (' — 1). Ambas ecuaciones deben ser iguales

JG+Y = J(G%-7)
=%+ G+ = 0
G+3)G =30+ G+5) 0
G+iNG-53+1) = 0 (3.39)
y por lo tanto hay dos soluciones posibles
j+i'=0,  j-j+1=0. (3.40)

La segunda ecuacioén no es valida ya que si 7 = j' + 1, se viola nuestra hipdtesis inicial en la
que j es el valor méximo de m. Por lo tanto nos quedamos con j' = j. Podemos reetiquetar
los kets de la manera

A m) — [, m) (3.41)

donde

J2 |\, m) = AR% |\, m) - J?j,m) =4 (5 + 1) R |5,m),
J2 |\, my = mh|\,m) — J2 g, m) = mh|j,m) (3.42)

Si aplicamos un cierto nimero de veces el operador J_ al ket |j, j) eventualmente debemos
llegar al ket |j,—7j). De no ser asi, llegarfamos a un estado con m # —j para el cual se
cumple la ec. (3.38). Esto es una contradiccién ya que suponemos que |j, —j) es el estado
con menor m. Ademas, dado que el nimero de veces que aplicamos el operador de descenso
J_ es un entero j — 7' = 25 = n, con n un entero, entonces

n 1 3 5

= —0.-.1.29223 ... 4
J 2 0’2? ?27 72’3) (3 3)
Por otro lado, —j < m > j entonces

2j41 estados
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3.4. Los elementos de matriz de los operadores de as-
censo y descenso

Cuando J; o J_ actian sobre un estado con proyecciéon z del momento angular dada
por el niimero cuantico m, se obtiene otro estado con m + 1 o m — 1 respectivamente, como
puede verse en la ec. (3.31). En la nueva notacién

Jeljom) = cihlim 1), J_|jm) =c_hljm— 1) (3.45)

Nuestro objetivo ahora es calcular ¢y y ¢_. Calculando el adjunto de las ecuaciones anteriores
obtenemos que

(Gom|JL = Gom|J_ =c Gm+1],  Gm|JL = Gm|Jy = Gm—1].  (3.46)
entonces
(Gym|J_Js|j,m) = ciesh® (jm+1|j,m+1). (3.47)
Usando la ec. (3.36)
(GomlJ_Jiljm) = (Gym|J? = J2 = hJ.|j.m)
= [+ =m*—m] B (j,mlj,m)
= et B (Gom+1lj,m+1), (3.48)
de donde se deduce, salvo por una fase, que
cr =i +1) —m(@m+1) (3.49)
y ademas
Tilgm) =i (G +1) —m(m+1hlj,m+1) (3.50)

Es importante notar que cuando m = j, ¢, = 0 como esperdbamos de la accién del operador
J+ en la ec. (3.35).
Similarmente,

<j,m|J+J_|‘],m>:CiC_h2 <]am_1|jam_1>7 (351)

y, calculando el braket

(Gom|Jpd_|jm) = {(j,m|J* = J2+RhJ.|j,m)
= [[G+1)—m*+m] (i, m|j,m)
= e PR (j,m —1|j,m — 1), (3.52)

de donde se deduce, salvo por una fase, que

c.=vVjiG+1)—m(@m-1) (3.53)

y finalmente

J_|j,m) = Vi (G+1) —m(m—1)hljm—1) (3.54)

También se puede notar que se cumple la ec. (3.38)
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3.5. El Problema de Eigenvalores de Espin %

Cambiamos la notacién. Cuando hablamos de momento angular orbital utilizamos la
letra L, cuando hablamos de espin utilizamos la letra S y cuando hablamos genéricamente
de momento angular o de momento angular total utilizamos la letra J.

Para espin 1/2 tenemos las ecuaciones de eigenvalores

S?%|s,m) = s(s+1)h%|s,m) (3.55)
S.|s,m) = mh|s,m). (3.56)

donde s =1/2ym = 1/2,—1/2. La base estd formada entonces por los kets {|%, %> , }%, —%>}

donde L1 L1
T A (357)
En esta base S, toma la forma

1 1 1 1
AR |

Sz 272 272
- ( <g LS55 (5,-51S-

2072

( - ) (3.58)

De la misma forma podemos calcular

lls|ll <ll|5’|l_l 0 1
S, 2a2|+252 202 1M+12)7 2 =h 3.59
* <<i,—§S+I§,£> (33 18+[3:-2) 0 0 259
y
llsi|ll ll|57|l_l 00
S *)( <272| 2772 272 27 2 >—h< ) 3.60
G e 1o )
De las ecs. (3.26) y (3.27)
Sy = Sz +1iSy (3.61
S_ = 8, —iS, (3.62
y sus relaciones inversas son
5. - # (3.63)
S, = S*;iS* (3.64)
(3.65)

y sus representaciones matriciales son
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De estos resultados podemos definir las matrices de Pauli de la relacién

h h h
Sy — 5% Sy — 29w S, — 502 (3.68)

donde
(3.69)

5

I
7N
—= O
O =
N——
QQ

I
7N
=0 O
S
N—
N

Il
7 N
O =
=
—
N———



Capitulo 4

Evoluciéon Temporal

En este capitulo estudiamos como cambian en el tiempo los estados de un sistema.
Veremos que el generador de las evoluciones temporales es el Hamiltoniano del sistema.

4.1. Evoluciéon Temporal y Ecuacion de Schrodinger

Queremos encontrar un operador que nos especifique como evoluciona en el tiempo el
estado de un sistema
[ (1)) = U (t) |4 (0)). (4.1)
Este operador debe ser unitario para que se conserve la probabilidad igual a uno o bien la
normalizacion.
De igual manera que lo hicimos para las rotaciones podemos escribir al operador de
evolucién temporal de un diferencial de tiempo como

U (dt) = 1 — %Hdt (4.2)

donde H es el generador de translaciones temporales. Pero no hemos contestado que es H.
En el capitulo anterior vimos que J, era el generador de rotaciones al rededor del eje z. En
otras palabras, J, genera rotaciones de la forma 6 — 6 + Af. Puede decirse que J, genera
una transformacién en su variable canénicamente conjugada. La funcién lagrangiana de un
rotor es

. 1 .
L (9, 9) = S16° -V (4.3)
El momento conjugado de la variable 0 es
oL .
- 1=, 4.4
Po o0 (4.4)
Esto mismo puede deducirse de las ecuaciones de la funcién Hamiltoniana
L 5
- 4.
. oOH 1 1
0 = —==-pg=-J, 4.6
T (4.6)
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Resumiendo pg = J, produce una transformacién § — 6 + A@ sobre su variable conjugada.
Queremos que las evoluciones temporales tengan esta misma propiedad. Por ahora sabemos
que la transformacién que se produce es de la forma t — ¢t + At y queda la pregunta ;Cual
es la variable conjugada de t?. Es facil verificar que el momento conjugado de t es H ya que

[ OH _9H _

Entonces, el operador hermitiano que produce evoluciones temporales es el Hamiltoniano.
Ademiés si H no depende del tiempo entonces

(W (&) [H| v () = (v (0) [UT (t) HU ()] ¢ (0)) = (v (0) | H] % (0)) . (4.8)

Por otro lado, si la funcién hamiltoniana no depende del tiempo entonces esta coincide con
la energia del sistema y se conserva por lo tanto

(B) = (@) [H[y(t)) = (¢ (0)[H|(0)). (4.9)

Es facil inferir que
U+dt)=U(dt)U(t) = <1 — Hdt) U (t) (4.10)

por lo tanto
U(t+dt)—U(t) i

=——HU (¢). 4.11
. FHU (1) (111)

Esto quiere decir que el operador de evolucién temporal satisface la ecuacién diferencial
gU(t) = —EHU (t) (4.12)

ot A ' ’

Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por el estado inicial |1 (0)) obtenemos

0 i
o0 (0) =~ H 16 (1), (413)

esta es la ecuaciéon de Schrodinger.
Si H no es una funcién del tiempo, entonces, la solucién de la ecuacioén diferencial (4.12)

U () = exp <_;H> . (4.14)

Otra forma de reproducir este resultado es

. N .
U(t) = lim_ UN (dt) = Jim (1 — ;LHdt) = exp (—;H) : (4.15)

Los eigenestados del hamiltoniano cumplen con

H|E) = E|E) (4.16)
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y ademas

exp (—;Ht> IE) i (—;tH>n IE)

n=0

_ i (—;tE>n IE) = exp (-2&) IE) (4.17)

n=0

Entonces, si el estado inicial es un eigenestado de la energia |¢ (0)) = |E)

¥ () = exp (;Ht> |E) = exp (;Et) Y, (4.18)

estos se llaman estados estacionarios.

4.2. Dependencia Temporal de los Valores Esperados

El valor esperado de un operador A se define como

(A) = (¥ (1) |A[ (1)) (4.19)
y su derivada temporal es
d i 0A
(A) = - (0|1, A6 (1) + 6 () 50 (), (420)

donde el término 0A/Jt conserva la variacién del operador en si. Si el operador no tiene
variaciéon temporal entonces, la variacién de su valor esperado sélo depende del conmutador
[H, A]. Se puede decir que si un operador conmuta con el hamiltoniano entonces, la cantidad
fisica representada por el operador se conserva.

4.3. Precesion del espin

El hamiltoniano para un espin en presencia de campo magnético es

H=-p-S=2°BS, =ws, (4.21)
2mce
donde B = Bk y wy = geB/2mc. Como
[S.. H] =0 (4.22)

entonces, los eigenestados de S, son eigenestados de H

hw
Hl|+z) = woSz|+z>:70|+z>:E+|+z> (4.23)

H|-2z) = wS,|—2)= —% —2z)=F_|-z2) (4.24)
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Se puede notar que en este caso en particular el operador de evolucién temporal coincide
con una rotacion al rededor del eje z por un angulo wyt

U (t) = exp (—f"hsz> = R (¢k). (4.25)

Si por ejemplo [¢ (0)) = |+z), entonces, el estado es estacionario y tenemos

10 (£)) = exp (—iwf‘;tsz> +2) = exp (-/";t) I+2) (4.26)

Si por otro lado [¢ (0)) = |[+x) entonces

) = e (%05, ) o —exp (~i%205. ) S5 () + 1)

1 —iwot/2 iwot/2
= — e % +2z) +e? —z)
75 (72 2) =)

L iwot)2 jwot
= —e 0 +z) + et |-z 4.27
5 (12) e -) (a2

Las probabilidades de que el electrén se encuentre en alguno de los eigenestados de S,

son
2

1
=5 H—zl@) =

—iwot/2 eiUJot/Q
V2 V2

Esto es lo que esperdbamos ya que |¢ (t)) es siempre perpendicular al eje z. El valor esperado
de S, es entonces

2
1
=3 (4.28)

e

(+2 10 (0)° =

s =wisdvor =3 (5) +3(-3) (1.20

En cambio, para las componentes = y y se observa un comportamiento no trivial. Las
amplitudes de probabilidad estan dadas por

(ol @) = (sl s (o) (S b+ S -2)

— cos <°"§t) (4.30)

(;5 (2l - 75 <z> (ﬂﬂ +2) - eijgﬂ |z>>
o (w;ﬁ) (4.31)

y las probabilidades son entonces

(—z [y @)

el @) = (2) . el @) =si? (50). s



4.4 Resonancia Magnética 29

Con estos resultados podemos calcular el valor esperado del espin S,

(S,) = cos? <°"§t> (Z) + sin® (“’;t) (2) - gcos (wot) (4.33)

(Se) = (W) [S:]9 (1))
h ) ) h e*iWot/Q
= ez e ( >ﬁ< piwot/2 )
= Zcos (wot) . (4.34)

o bien

| St
—= O

1
0

obteniéndose el mismo resultado.

De la misma forma podemos calcular las probabilidades y el valor esperado del operador
Sy

1 + sin (wpt)

[(+y o @) = > (4.35)
ylp @l = Tt (4.36)
(Sy) = gsin(wot). (4.37)

De estos resultados puede verse que el espin hace una precesion alrededor del eje del campo
magnético.

4.4. Resonancia Magnética

En la seccién anterior el campo magnético era independiente del tiempo por lo tanto
s6lo obtuvimos una precesion al rededor de su eje. Si ahora agregamos una componente del
campo magnético que dependa del tiempo podemos observar efectos de resonancia.

El hamiltoniano esta dado por

9°¢ ¢.p= 9%

H=—u-B=
i 2me 2me

S - (B coswti + Bok) = woS, + wy coswtS,  (4.38)

donde hemos definido wy = egBy/2mec y wy = egB;/2me. La evolucién temporal del estado
queda dada por

B ) =al+2) +o01-2 - 5)) (439

suponiendo que el estado inicial es

) (4.40)

[eni

6 (0)) = [+2) — (
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En la base de los eigenestados de S, el hamiltoniano (4.38) se escribe como

H w052+wlcosthI—>M<1 0 )—l—m;lCOS(wt)(O 1)

2 \L0 -1 1 0

ﬁ( wo w1 cos wt ) (4.41)

2 w1 cos wt )

La ecuacién de Schréodinger dependiente del tiempo es

Hp) = i (1) -

(it ) (50) -0 (20)

Si w; = 0 entonces la solucién seria
a(t) =a(0)e ™2 b(t) =b(0)e0/? (4.43)

Esto sugiere que la solucién general sea de la forma
a(t) \ [ c(t)eiwot/2
( b(t) > - ( d(t) eiwot/Q : (4~44)
Sustituyendo esta ecuacién en (4.42) obtenemos

(i) = Fomen( 2022)

w1 ( d (t) [ei(wo+w)t + ei(wofw)t] )
Suponiendo que nos encontramos cerca de la resonancia, w ~ wp, obtenemos que

4\ c(t) [eitomwot 4 gmilwrwolt] (4.45)

t t
ié(t) = / d (t) ewotwlt 4 / d (t) ewo=w)t (4.46)
0 0

la primera integral en el lado derecho de la ecuacién anterior consiste de un término que
oscila lentamente d (¢) multiplicado por un término que oscila répidamente exp [ (wo + w) t].
Si el tiempo ¢ en esa integral es suficientemente largo entonces las rapidas oscilaciones anulan
la integral. Entonces

t
e (t) = / dt). (4.47)
0
Llevando a cabo este mismo célculo para la otra ecuacién obtenemos
() ) _wi [ d()
(it ) =5 (26 48

derivando con respecto al tiempo una vez més obtenemos

Z( cclg?) ) - % ( Zlgg ) (4.49)



4.5 Principio de Incertidumbre de Heisemberg 31

4.5. Principio de Incertidumbre de Heisemberg
En esta seccién veremos el principio de incertidumbre de Heisemberg.

4.5.1. Desigualdad de Schwarz

Si tenemos dos vectores no necesariamente ortonormales |«) y |3) entonces cumplen con
la siguiente desigualdad

{ala) (B18) = la]8)* (4.50)
Para demostrar esta desigualdad proponemos un estado
1) = la) + A1B) (4.51)
dado que (¢ 1)) > 0 tenemos que
(afa)+A{a|B) + A" (Bla) + AN (B|8) =0 (4.52)
Encontramos el valor de A que minimiza el término de la izquierda
0
oy (W) = LalB)+A"(5]6) =0 (4.53)
0
S wle) = (Bla)+A(318) =0 (154)

De estas ecuaciones puede deducirse que

(Bla) . _ lalf)

)= ; 2= 4.55
(315) (315) (4:59)
y sustituyendo el valor de A y A* en la ec. (4.52) obtenemos
~ (Bla) _ (alB) (a]B) (Bla) >0
gy
le) =g 2
(ala) (B]8) > |{a|B))* (4.56)
Con esto queda demostrada la desigualdad.
4.5.2. Principio de Incertidumbre
Ahora supongamos que los estados |a) y |5) estén dados por
la) = (A=(A) ) (4.57)
18) = (B—=(B))l¥) (4.58)

donde A y B son dos operadores hermitianos cuyo conmutador estd dado por

[A, B] = iC. (4.59)
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Por construccién C' debe ser hermitiano también. Notamos que

ala) = ((A=(A)?) = (A42) = (4%) - (4)° (4.60)
818) = ((B-(B)) = (AB*) = (B*) - (B)’ (4.61)
También se puede verificar facilmente que
AAAB = % (AAAB — ABAA) + % (AAAB + ABAA)
- % [AA, AB] + % (AA,AB) (4.62)

El valor esperado del conmutador de la expresiéon anterior es un nimero puramente imagi-
nario ya que
[AA,AB] =[A,B] = —[A,B]' =iC = (i0)", (4.63)

por otro lado, el anticonmutador es puramente real ya que
{AA,AB}' = {AA,AB}. (4.64)

Entonces el valor esperado de (4.62) es

(AAAB) = 3 (4, B]) += (4, B) (4.65)
22— 2
imaginario real
entonces 1 1
(AAAB)® = ! (4, B))|* + i (4, B])|? (4.66)

Si quitamos el tltimo término de la derecha, la relacién se hace més fuerte ya que si ¢? >
a® + b? entonces también ¢? > a? por lo tanto

{AAAB)? = 7|(4, B) (167)

y finalmente
(AAAB)[2 < L) (4.68)

Sustituyendo esta relacién y las ecs. (4.60) y (4.61) en (4.56) obtenemos

(AA%) (AB%) > L (C) (4.69)

Esta recibe el nombre de desigualdad de Heisemberg.
Un caso particular interesante es el de la energia y el tiempo. El operador de energia que
se define como 5

D = zha (4.70)

es conjugado al tiempo t ya que
[pe, t] = ih. (4.71)
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Si hacemos A = p; y B =t en la desigualdad de Heisemberg (4.69) obtenemos

L.
(Apy) (A8) > L 1am)*.
que es lo mismo que
h2
2 2
(AB?%) (A) > —.

(4.72)

(4.73)
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Capitulo 5

Mecanica Cuantica en Una
Dimension

Hasta ahora solo hemos estudiado el momento angular, pero los sistemas fisicos son rep-
resentados por otras cantidades fisicas importantes. En este capitulo estudiamos cantidades
como la posicién y el momento de particulas restringidas a una sola dimension.

5.1. Eigenestados de la Posicion
Los eigenestados de la posicién cumplen con la ecuacién
Zlry =x|x) (5.1)

donde Z es el operador de posicién y |x) es el estado de posicién con —oo < z < o0.

Entre estos estados y los estados de espin hay una gran diferencia. Los estados de espin
tienen dos eigenvalores posibles y puede llevarse a cabo una medicién obteniéndose alguno
de ellos. Sin embargo, en estos estados no tiene sentido hacer una mediciéon de la posicion,
en todo caso podemos encontrar la posicién de la particula en algin rango Azx.

En este caso un estado general puede escribirse como la superposicién de varios estados

de posiciéon
) = / due (z) |z) (5.2)

—00

Si consideramos que estos estados estan ortonormalizados segiin
(x|2"y=6(x—a') (5.3)

entonces podemos encontrar que los coeficientes en la ec. (5.2) se pueden calcular como

(2 ) = /00 drc(z) (2 |z) = /OO drc(z) 6 (z —2') = c(2') (5.4)

— 00 — 00



36 Mecanica Cuantica en Una Dimension

por lo que podemos reescribir la ec. (5.2) como
)= [ delo ) = ( R <x|> 1) (5.5)
En forma similar a las ecs. (1.15) y (1.16) podemos ver que
/OO dx |zy (x| = 1. (5.6)

Supongamos ahora que [1)) es un estado normalizado pero arbitrario en todo lo demas,
entonces

wiw) = [ [ardswie) @l @ o) = [ [ dtdo 1o} @ )5 2 - o)
[ dzltelo)? =1 (5.7)

Podemos identificar a da |(z [))]* con la probabilidad de encontrar a la particula entre x
y @ + dz. Asi, el nimero complejo (z |¢) es la amplitud de probabilidad de encontrar a la
particula entre x y 4+ dx y en general depende de la posicién. A esta funcién de posicion
la denominamos funcién de onda y se denota de la siguiente forma

¥ (2) = (z ) (5-8)

y la condicién de unitariedad (5.7) toma la forma

/dml/}x*z/}x = /da: lpz)® = 1. (5.9)

Con esta definiciones podemos ver que forma toman algunas cantidades comunes:

1. El producto de dos kets |p) y |1)
wlv) = [ dolole) ) = [ dop @0 @), (5.10)
2. El valor esperado de un operador tal como la posicion

(W ]2])

Wl [ dusla) @19 = (] [ deolo) (o)
= [ twle) ol0) = [ doavt @0 @) = [ dozlo @) G11)

5.2. El Operador de Translacion

La transformacién natural para la base de eigenestados es la translacion definida como

T(a)|z)=|x+a). (5.12)
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Supongamos que |1) es un estado arbitrario y al ser modificado por una translacién se
obtiene

) =T ),  @=®IT(a). (5.13)

insertando un 1 en el lado derecho de la ecuacién anterior obtenemos
W) =T (@) [ao'le) (' 10) = [ do'le’ + ) '), (514)
por lo tanto, el estado |¢)’) en representacién de coordenadas espaciales toma la forma
V(z) = (@)= ([T (a)|¥) = /dl" (@|T (a)|2") (2" [¢)
= /dx’ (x|z' +a)(x' |v) = /dx’5(m —2' —a) (2 |Y) =1 (z—a) (5.15)

en la ecuacién anterior hemos insertando un 1 entre el operador T (a) y el ket |1)).
El operador de translaciones debe ser unitario ya que

W) = (@[T (@) T (a)|¢) = (W), (5.16)
entonces
T (a)T (a) =1 (5.17)
y ademas, como
T(—a)T (a)=1 (5.18)
entonces
T (a) =T (-a). (5.19)

De esta ecuacién y (5.13) podemos ver que

W (@) = (2[¢") = (=T (a)|¢) = (& |T" (=a)| ) = (& —alp) =¥ (z — a). (5.20)

lo que reproduce el resultado obtenido de la ec. (5.15).

5.3. El generador de Translaciones

De la misma forma que hemos hecho antes, consideramos el operador de translaciones
infinitesimales dado por

T(dz)=1— %ﬁmdx (5.21)
donde la accién de este operador sobre un ket de posicién estd dado por
T (dx) |x) = |z + dz) (5.22)

v P es un operador desconocido por el momento.
Deseamos que esta transformacién sea unitaria como lo vemos en la ec. (5.17) por lo
tanto

i i, .
(1 — hpwdx) (1 + thr dw) =14+ 7 (pl — pm) dzx (5.23)
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por lo tanto
pL = Pa- (5.24)
En otras palabras, el operador generador de translaciones p, es hermitiano.
Por otro lado, en la seccién 4.1 hemos visto que un operador genera transformaciones en
su operador candénicamente conjugado. En el caso de la posicién en un problema unidimen-

sional
_ OL

Pr= 94
lo que indica que p, y x son variables candénicamente conjugadas y por lo tanto p, genera
transformaciones de la forma x — z + dx.

De la misma forma que lo hicimos en el capitulo 4

(5.25)

T(x+de) =T (2)T (dz) = T () (1 - ;ﬁxdx) (5.26)
analogamente
T(x+de) = T(de)T(z)= (1 - ;ﬁwdx> T (2)
T(x—i—dZ—T(m) - i
e ) (5.27)

la solucién a esta ecuacién diferencial, con la condicién inicial T (0) = 1 da por resultado

T (z) = exp (—;xﬁx> (5.28)

Al igual que en el capitulo 4, también podemos utilizar la definiciéon de la funcién expo-
nencial

. N
T(a) = lim_ {1 — %px (;)] : im 2 — dz. (5.29)

Calculamos el efecto del conmutador [#,T (dz)] sobre un estado |¢) arbitrario

[, T (Ax)][¢) 2T (Az) = T (Az) 2] |¢))

— [T (Ax) — T (Ax) 3] / dr ) (z [$)

as/dx|x+m«> (2 [0 —T<Ax)/dm|x> (2 |
- /dm(x+Ax)|x+Am><x|w>—/dxa;|x—|—Ax>(x|w>
= Aa:/da::c|z+A:1:> (x|Y) :AxT(Az)/dzx\:z:} (x|)

— AT (A2) |9 = Az (1 _ ;pzm> ) = Az ) (5.30)
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y como |1) es un ket arbitrario, podemos generalizar

[, T (Ax)] = Ax.
Por otro lado A
N AT L,
[, T (Ax)] = —27 [Z, Pa] -

Juntando los resultados de las ecs. (5.31) y (5.32) vemos que

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

[Z, P = ih.
En general, podemos escribir el hamiltoniano de una particula unidimensional en la
forma .
~ p N
H =
oy TV (@)Y
podemos encontrar las ecuaciones de movimiento a partir de la ecuaciéon de Schrédinger
(4.13)
o . _aw@m L0y (1))
(8 = Flo )+ @)
i . i SN
- ﬁ< )|fa] v o) -5 (v o]w0) = 5 (v 0 |[#.4]
i s
= h< ’ pw [p:m ]+[pw7x]pm) ’(/}(t)>
1 Pa
= L pvm =22

m

donde hemos utilizado la identidad de conmutadores
[A,BC] = BIA,C]+[A, B]C.

De la misma manera podemos hacer

(5.37)

(5.38)

20 = 280 oy v g 1. 2120
S e ¥ P ey
= L0 @ Bl = (0 201 250 vw)
= ~(vo| %2 v ) - (-5,
En esta ultima ecuacién utilizamos el siguiente teorema: Sean A, B y C' operadores tales
o [A,B]=C
y

[4,C] = [B,C] =0

(5.39)
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entonces

(A7 (B)| = [A,B] o= f (B) = Co- (B) (5.40)
y

B, (A)] = [B,A] o (A) = ~C o (4). (5.41)

5.4. El Operador de Momento en la Base de Posicién

Estudiamos el operador de momento en la base de posicién. Una translacién infinitesimal
actuando sobre un estado arbitrario da por resultado

T(Az)|y) = T(Ax>/dx|x> () = /dx &+ Ag) (z )
= /dm’ |z") (' — Az |yp) = /dx’ |z') ¢ (2" — Ax). (5.42)

La funcién de onda desplazada un infinitesimal puede expresarse como una expansiéon en
series de potencias como

Y@~ A) = 9 ) ~ Ao () 4o = (ol [9) ~ Ao (@) (5.43)

Sustituyendo este ltimo resultado en la ec. (5.42) obtenemos

@l = [l (o) - vy 1))
[y o) - 2 [ o \x'>§<z' )
([ a1y 1) 1) = 2 [ aa' ey 2 ' 1)

= -4 / da’la') o (0’ ) (5.44)

Esta dltima ecuacion puede escribirse también en términos de la forma explicita del operador
de translacién (5.21)

i,
7 (8010} = (1= gae ) 10 (5.45)
comparando las ecuaciones (5.44) y (5.45) obtenemos que
i
—ﬁprth = —A:L‘fdx’ |2y 52 (2 |) (5.46)
Po = —ih [da'[¢) 2 (o' [p) = % [da' ') 527 (2" |¢)) (5.47)
Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por el bra (x| obtenemos que
. 8
(wlpel ) = /da: ooy g ) =[S o= o) o ')
h

= < ) = gw (). (5.48)
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En el caso particular en el que |1)) = |z}, tenemos los elementos de matriz del momento en
la base de posicién

s ey =9 ey = PO s
(wlpele’) = o (o le’) = 358 (=) (5.49)
y el valor esperado del momento puede calcularse como
R . . h 0
(B2 = (0 1pal ) = [ o0 (@) 50 (2). (550)

Todos estos resultados sugieren que el operador de momento en el espacio de posiciones
toma la forma

~  hd

Pz pasede O’ (5.51)

5.5. Espacio de Momento

Anélogamente al espacio de posiciones, la base formada por los eigenvectores de los
momentos cumple con la ecuacién de eigenvalores

Pz p) = Ip) - (5.52)

Un estado arbitrario puede ser expresado como una superposicion de estados de momento

6= ([avohol) 160 = [avlo) 1) = [ apoho o) (5.53)

y consecuentemente, en esta base el 1 puede representarse por medio de

1= / dp|p) (p]. (5.54)

Dado que el operador de momento es hermitiano, los estados de momento son ortonormales
al igual que los de posicién
(plp’) =d(—p) (5.55)

entonces

1=<w|¢>:/dp<w|p><pw>=/dp|<p|w>\2=/dp¢* <p>w<p>:/dp|w(p>\2.
(

5.56)
Esto nos permite identificar a

dp|(p|w)|* = dp|v (p)]° (5.57)

con la probabilidad de que la particula tenga un momento que se encuentre en el intervalo

[p,p + dp).
Puede demostrarse, en la misma forma que para la posicién, que

(1] 9) = ma% ) = ma%w ®). (5.58)
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Ahora queremos calcular el braket (x|p). Primero calculamos

h 0

(@lpalp) = p(zlp) = 5= (z|p) (5.59)
La solucién formal de esta ecuacién es
(x|p) = Nexp (z%) (5.60)

donde N es un factor de normalizacién que puede calcularse de

W)= [ do i ley ol = INF [ oo (25 7). (5:61)

ademas sabemos que
1

Sb(p—p)= oy / dzxexp [iz (p — p')] (5.62)

entonces N = 1/V2nhy

(x|p) = \/;Thexp (z%v) . (5.63)

Las funciones de onda en el espacio de coordenadas espaciales y de momentos estan
relacionadas

<
S
I

wlo) = [ dople) @) = [ do (ol v (@
(@) =/dp<w|p><p\¢> =/dp<x p) ¢ (p) (5.64)

<
=
I

sustituyendo la ec. (5.63) en las ecuaciones anteriores obtenemos
1 _
= dz (pl|x) (x = /darieﬂpz/h x 5.65
0@ = [drl) @)= [ ) (5.65)

b(r) = /@@mwmw: e/ (p i) (5.66)

dp——
V2mh
Como ya hemos visto, la funcién de onda (5.63) es eigenfuncién del operador de momento
como consecuencia de la ec. (5.52). Puede verse ficilmente que el momento conmuta con el
hamiltoniano de una particula libre

{H, px} -0 (5.67)

donde -

g Px

" 2m

entonces, de lo visto en la seccion 3.2, los eigenestados del momento p, son también eigen-
estados del hamiltoniano H. Particularmente, de la ecuacion

(5.68)

- Iz P’
Hlp)= 3> 1p) =5 Ip) (5.69)

puede verse que los eigenvalores del hamiltoniano en la base de los momentos son E = p?/2m.
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5.6. Paquete de Ondas Gausiano

Los eigenestados de la posicién tienen (Az) = 0 y por lo tanto (Ap) — oo. De la misma
forma los eigenestados de momento tienen (Ap) = 0 y por lo tanto (Ax) — oco. En ambos
casos una de las cantidades estd completamente determinada y la otra estd totalmente
indeterminada.

El paquete gausiano tiene la dispersién minima, es decir AzAp = h/2.

Empezamos con un paquete gausiano

() = (x]p) = Ne~/20 (5.70)

donde N es una constante de normalizacién que puede obtenerse de la condicién

<ww:/mwuwwﬁwW/Mfo:L (5.71)

Hacemos esta integral utilizando la férmula general

7az2+,8z \/%GXP (%1)

obteniéndose que
N> Vra =1 (5.73)

entonces 1
N=——. (5.74)

(v/ma?)

La densidad de probabilidad esta dada por

[SIE

¥ ()| —a'/a, (5.75)

1
= e
Vra
Podemos calcular la posiciéon promedio y el cuadrado de la posiciéon promedio de los paquetes
como

{z)

/ dzp* (z) 2 () = ﬁ / dze 1%y (5.76)

0 1 2, 2
- = —z%/a*+pBx —
a8 {ﬁa /dxe }g—o 0

(2?) = /dLL"(/J* (z) 24 () = ﬁ/da@’e—%z/“zaﬁ2

82 { 1 / 2/ 2 CL2
_ drpe—r2/a +Bw} -4 5.77
0p?% | V/ma s=0 2 (5.77)

y entonces, la incertidumbre estd dada por

(Az) =/ (22) — (z)? = (5.78)

7
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En las ecuaciones anteriores hemos utilizado las relaciones

/dxe—xz/“z"’ﬁx = \/271'0,6@
0 2, 2 3 a2p2
%/dme_w /B = \foraPe T 8

2 2, 2 w252
aa—ﬁz /d:re_w fa+be = /2743 (14 B%%)e E (5.79)
(5.80)

La incertidumbre del momento puede calcularse como

) = [ o @) 50 @) = fa b [z
= aﬂ{ Z\/Q;ﬁ /dxe"”z/“ W”}ﬁ_o =0 (5.81)
@) = [ @ (?i)Qwu) L L

2 2 2 2
= \h?cﬁ/dﬂce*gﬂz/“2 _ & {hGS/dxewz/“2+B“x2} = Lzﬂ (5.82)
T a

por lo tanto

h

NP (5.83)

(Ap) = \/(92) — (bs)* =

Otra forma de hacer este calculo es utilizando la relacién (5.65) para obtener la funcién
de onda en el espacio de momentos y posteriormente calcular los valores esperados de (p,)
y <ﬁ§> La funcién de onda en el espacio de momentos puede obtenerse como

Y (p) (ply) = /dx (plz) (z|y) = /dx\/;r;he—ipx/h(\/})ée_ﬁ/zaz
1

S - / dwe=®" /20" ~ipe/ha (5.84)
(273/2;1)5

y utilizando la integral de la ec. (5.72)

[SIE

Y (p) = ( hj%) et/ (5.85)
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Los valores esperados del momento y el cuadrado del momento son entonces

(Pz) = (@[pe] ) :/dp @Wlp)ypplY) :/dmb* (p) ¢ (p) (5.86)
= hﬁ/dpe’pa/hpzo,
@) = W) = [ o) = [areree 68

2
— —p2a2/h2 - hf
hf/dpe 57 (5.88)

esto reproduce los resultados encontrados en las ecs. (5.81) y (5.82).

5.7. Evolucion Temporal de una Particula Libre

En la seccién (5.5) vimos que los eigenestados del operador de momento también lo son
del hamiltoniano de particula libre dado por

9

2 p

H=-= 5.89
5 (5.89)

La representaciéon de momentos es entonces la forma maés directa de estudiar la evolucion
de un paquete de ondas. Un estado arbitrario |¢) evoluciona en la forma

o) = ew (—/t> ¥ (0)) = exp <—§t> [ vl wiv)
Javesw (=it ) 19 1) = [apesw (=it ) 1) 0161 - (590

Para el paquete gausiano de la ec. (5.70) tenemos que

(@l ®) = (zexp (—iﬁ%ht) \ o)

) [avl i)

= /dpeXp (—i;;jh ) (z|p) (plv) = e)?i/L (a+( :7;2))2;} (5.91)

donde hemos utilizado los resultados (5.63) y (5.85) para (x|p) v (p|¢) respectivamente.
Para la funcién de onda en la ecuacién anterior podemos calcular la incertidumbre de la
posicién como

¥ (2,t)

= (z]exp (—z

Az = /(Az?) (5.92)
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(6@~ @0 ©) = o @~ @)* [ dolo) (a0 )
[z - @) @@l v @) = [dote - @0 @06 (@0

a h2t2 %
— |1+ —— . .
\/§< +m2a4> (5.93)

Para el cédlculo de la ecuacién anterior revisa el problema 6.4 de la Tarea 7.

5.8.

La Ecuacién de Schrodinger en el Espacio de Posi-
cion

Empezamos por multiplicar la ec. de Schrédinger dada en (4.1) por el bra (z|

<x ’H‘ " (t)> — ih <a: 57:‘ w(t)>. (5.94)
Suponemos que el hamiltoniano estd dado por
H:ﬁ—i—V(:c) — ﬁ:ﬁﬂ/(s&). (5.95)
2m 2m
Necesitamos entonces calcular los términos
Vi(@)|z) =V (z)|z),  (2|V(2)=(z|V(x) (5.96)
y por lo tanto
@[V (D) @) =V (x){x[®) =V ()¢ (z,1). (5.97)

El término de la energia cinética estd dado por

ho ’

0z?

2 2
(@]p2]v #) = (Z ax) (@l (1) = fhz% @lo ) =K v, (5.99)

entonces, la ec. de Schrodinger toma la forma

que es lo mismo que

2 2
{_2}:715552 tV (x)] (@Y (1) = ih% (z]y (1)) (5.99)
{_;m;gc? v (”3)} ¥ (x,t) = iﬁ%w (2,t) (5.100)

En el caso particular en el que |¢ (t)) es un eigenestado de la energia, la funcién de onda
esta dada por

Yp (e, t) = (zlpe(t) = (@[U 0] (0) = (U @) E)
exp (—iEt/h) (x|E) = exp (—iEt/h) ¢ (z), (5.101)
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donde, los eigenestados de la energia |E) cumplen con la ecuacién de eigenvalores
H|E)=E|E). (5.102)

Al introducir la forma (5.101) de la funcién de onda en la ecuacién de Schrédinger depen-
diente del tiempo obtenemos la ecuacién de Schrodinger estacionaria

A V@] @lE) = BB,
o V@ e @) = Bes( (510

5.9. Pozo de Potencial

Resolvemos un ejemplo particular, el pozo de potencial rectangular dado por el potencial

[0 ll<ap,
ver={ % Sus (5104

En la regién del pozo de potencial la solucién de la ec. de Schrodinger es

d?y 2mFE a
— = = —k? - 1
e . (5.105)
y en las regiones de las barreras toma la forma
d*>p  2m (Vo — E) 9 a
22 2N = — 5.106
- 0=y —y, i<, (5.106)
Las soluciones de estas ecuaciones son las siguientes
Cel”, x < a/2,
Y (x) =4 Asinkz+ Bceoskz, |z]<a/2, (5.107)
De™ 9%, x> a/2.

donde

[2mE [2m (Vo — E)

Esta forma de la solucién garantiza que la funcién tenga norma definida. Como es facil ver
del primer y tltimo renglén de la ecuacién anterior, la funcién decae exponencialmente en
los extremos. Dado que tenemos la solucién de una ecuacién de segundo orden, deseamos
que todas las derivadas por debajo de esta sean continuas. Por esto, pedimos a la funcién
de onda y su primera derivada que sean continuas en todo el intervalo de los niimeros reales

I _ im (@)= lim o
Lm (e)= Mo (), lm o @f(e) = M g7 (),

lim ¢ (z)= lm () , lim ¢ (z)= lim ' (2), (5.109)

z—a/2F z—a/2~ z—a/2t z—a/2~
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Si sustituimos la forma particular de la funcién de onda obtenemos
Ce 9% = —Asinkg + B cos k% , Cge 9% =k (Acosk% +Bsink%)
Asinkg n Bcoskg = De % |k (Acoskg - Bsinkg) = —Dge™% (5.110)

Estas ecuaciones pueden ponerse en forma matricial

—sinkg  cosk§ —e™9% 0 A
kcoskd ksinkd —qe 9% 0 B
2 2 N
sinkg cos kg 0 —em 4% c | = 0 (5.111)
kcosks —ksinkg 0 qe~9% D
Si el determinante de la matriz M
—sink§ cos kg —e— 1% 0
kcosk% ksinkd —qe 9% 0
= 2 2 § .
M sin kg cosk§ 0 _e—d% (5.112)
kcoskg —ksinkg 0 qe 13

es distinto de cero la solucién a la ecuacién es A = B = C = D = 0 en cuyo caso la
probabilidad de encontrarse a la particula seria cero en todos lados. Por esto, la tnica
forma de producir un resultado distinto del trivial es exigir que det M = 0 a fin de que
A#0, B#0,C+#0y D # 0. La matriz M es una funcién de la energia y por lo
tanto, el determinante de ella también depende de la energia. Por lo tanto la condicién
det M (F) = 0 da lugar a la discretizacién de los niveles de energia. Finalmente, A, B, C'y
D pueden hallarse por medio de la condicién de normalizacién

L= [Caw@ee

— 00

[ @v@s [ amwve [ @

e" 9%  qgk (A2 + Bz) — (A2 — BQ) sin ak
+ .
q 2k

(C*+ D?) (5.113)
que también dependerd de los valores encontrados para la energia y consecuentemente de
k=k(E)yq=q(F).Los estados en los que se cumple que E < V} tienen la caracteristica de
que su probabilidad decae exponencialmente para lim, _,., mientras que tienen una solucién
oscilatoria en el intervalo & € [—a/2,a/2]. Este tipo de estados reciben el nombre de estados
ligados.



Capitulo 6

Oscilador Armonico

El oscilador armonico es la base para un gran ntmero de sistemas fisicos tales como
moléculas, cristales y permite modelar procesos tan complicados como la disipacion .
6.1. El Operador Hamiltoniano del Oscilador Armodnico

El hamiltoniano del oscilador arménico esta dado por

. 21
H = ;—;1 + §mw2§c2 (6.1)

donde el primer término corresponde a la energia cinética y el segundo término es la energia
de un resorte con frecuencia caracteristica w y, como ya habiamos visto

&, po) = ih. (6.2)

Utilizando la longitud caracterisita \/h/mw podemos definir nuevos operadores

= 73/\;‘7 n — Am 6.3
¢ = i —b (6.3)

que cumplen la mismas reglas de conmutacién que el momento y las coordenadas pero
renormalizadas

[Ga] =i (6.4)
y que nos permiten expresar el hamiltoniano en la forma
N hw o
=" (ﬁ2 + 42) . (6.5)

Podemos también definir los nuevos operadores

d:%(f—i—iﬁ), aTz%(é—m), (6.6)
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que cumplen con la siguiente relacién de conmutacion
[a,a'] = 1. (6.7)

Las relaciones inversas de (6.6) estdn dadas por

n . [ &
be = Vmwhij= —iy/ m‘;h (a—al). (6.9)

Estas expresiones pueden ser utilizadas para escribir el hamiltoniano como

H= % (aa+aa') = % (a'a+ [a,a"] +a'a) = hw (a*a + ;) = hw (N + ;) (6.10)

donde N es el operador de nimero. Las relaciones de conmutaciéon entre el operador de
nimero v @ y a' son
{Na} = _a, [Na*} —at. (6.11)

Supongamos que |v) es un eigenestado del operador de niimero,
N|v)=vv) (6.12)

y ademds forma una base de estados ortonormales dado que el operador de nimero es
hermitiano, N = NT. Entonces
(') =06,.. (6.13)

Queremos averiguar en primer lugar si af [v) es también un eigenestado del operador de
momento y en segundo lugar qué eignevalor tiene

Natp) = (Na* rath - aTN) V) = ([N,cﬂ +aTN) )
= (af +alv) ) =@ +1)al|y) (6.14)

donde hemos utilizado uno de los conmutadores de (6.11) Comparando con (6.14) con (6.12)
podemos ver que efectivamente a' [v) es un eigenvector del operador de niimero con eigen-
valor igual a v + 1 y por lo tanto

a'p) = ci lp+1) (6.15)

donde ¢, est4 relacionada a la normalizacién. Dado que a' no es un operador unitario ¢
debe ser distinto a uno.

Andlogamente podemos ver que a|v) es un eigenvector del operador de nimero con
eigenvalor v — 1 como se muestra a continuacién

Nal) = (Na+aN—aN) ) = ([N,a] +an) )
(ma+alv) vy =(—-1)a |v) (6.16)
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y por lo tanto
alu) = o |u—1) (6.17)

donde c_ estd relacionada a la normalizacién. Dado que @ no es un operador unitario c_
debe ser distinto a uno.
Definimos el ket y su correspondiente bra

W) =al), (@=(|a (6.18)
y su norma debe cumplir
W)= (v|ata|v) =vv|v)=v>0. (6.19)

A diferencia que en el caso del momento angular, no tenemos un limite superior para v.
Sin embargo, si tenemos un eigenestado y un eigenvalor correspondientes al limite inferior
caracterizados por

a |Vmin) = 0, (6.20)

de otra forma, @ |Vmin) = ¢— |[Vmin — 1) v la hipétesis inicial serfa violada. Si multiplicamos
la ecuacién anterior por @' obtenemos

de |Vmin> = N ‘Vmin> = Vmin IVmin> - 07 (621)
y como las ecuaciones (6.20) y (6.21) deben ser ciertas simultdneamente entonces
Vmin = 0. (6.22)

Con esto hemos encontrado la base completa del oscilador armdnico que estd constituida
por estados de la forma
Nn) =n|n), n=0,1,2,... (6.23)

y el hamiltoniano tiene eigenvalores y eigenvectores dados por

ﬁ|n>=hw<1\7+;) |n>:hw<n+;> In) = E,|n), n=012... (6.24)

donde E,, = hw (n+1/2)

6.2. Elementos de Matriz de los Operadores de Ascenso
y Descenso

No hemos determinado todavia las constantes ¢y y c_ de las ecs. (6.15) y (6.17). Defin-
imos un ket

[y) =al|n) =y In+1), (6.25)

su adjunto
(sl = (nla =} (n+1] (6.26)
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y el producto interno de los dos da como resultado

(Wi ly) = (nlaa|n) = (nla'a+ [a,a']|n) (6.27)
= <n‘]\7+1)n>:(n|n+1|n>=n+l (6.28)
= ey (n+lin+1) = ey |? (6.29)

por lo tanto

cr=vVn+1 (6.30)

allny=vn+1n+1). (6.31)
Andlogamente, podemos repetir el célculo para a|n)
alny =c_In—1) (6.32)

donde
c_=+vn (6.33)

entonces
aln) =+/nin—1) (6.34)
De estas ecuaciones es posible calcular los elementos de matriz de af
(n'|at|n)y = |[Vn+1ln+1)=Vn+1{n |n+1)=Vn+ 16y nt1, (6.35)

y analogamente los de a

(n'la|ny = (0’ |[V/n|n—1) =vn({n'In—1) = V/ndp n1. (6.36)

af

La representacion matricial de los operadores de ascenso y descenso en la base de los eigen-
estados del operador de nimero y la energia tiene la forma

(6.37)

Por medio de aplicaciones sucesivas del operador de ascenso es posible obtener estados con
energias arbitrarias

oo &T 2
) = (\/% |0). (6.38)
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6.3. La Funcion de Onda en el Espacio de Posicion

Hemos visto en la seccién anterior que a partir del estado |0) es posible conocer cualquier
otro estado por medio de aplicaciones sucesivas del operador de ascenso. En el espacio de
posicion es posible hacer lo mismo.

Empezamos con el estado de més baja energia

(x |al 0) = 0. (6.39)

Sustituyendo la ec. (6.6) en la anterior obtenemos

(x]al0) = m“"<x o>=@(x<xo>+£}£<x|o>)=o. (6.40)

2h
En la ecuacién anterior utilizamos la relacién (5.48).
Si resolvemos esta ecuaciéon diferencial obtenemos que

(2
x"'ipx
mw

o (z) = (x]0) = Nexp (—m;"f) (6.41)

que puede normalizarse utilizando la férmula general (5.72)

2

mw\ i mwx
= = _— - '42
Yo (@) = ([0) (m) eXp( 2h ) (6.42)
Utilizando la ec. (6.38) podemos conseguir cualquier estado

V() = (zn) (6.43)

) (- 22 () (5} o

Podemos calcular los dos primeros estados como

ni = =2 (”;‘”)]}‘xexp(—m;“; ).
U (z) = (m|2>:<%)%<2%x2 1)exp(—m;”;2). (6.45)

Estas ecuaciones pueden verificarse resolviendo la ecuacién diferencial para el oscilador
armonico dada por
(w|ft

que puede escribirse también como

< ’—&— Zmw?i?

E> = E(z|E) (6.46)

n? 9?

1
_%@<x|E> —mw?e? (z|E) = E(z|E) (6.47)

2
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y que es lo mismo que

h? 92 1
“om gz (¥ = gt (2 |E) = B (2). (6.48)

Esta ecuacién puede resolverse haciendo el cambio de variable por la cantidad adimensional

Yy = %z (6.49)
obteniéndose la ecuacién diferencial
d? 9
& )+ (e—y*)v=0 (6.50)

donde € es una cantidad adimensional que representa a la energfa y estd dada por

_2E (6.51)
G—M. .



Capitulo 7

Teoria de Perturbaciones

Si tenemos un sistema descrito por el hamiltoniano
H=Hy+V (7.1)

donde Hy es un hamiltoniano cuyos eigenestados y eigenfunciones son conocidos y V es un
potencial débil o perturbativo entonces, los eigenvalores y eigenfuciones del hamiltoniano
completo H pueden ser calculados por medio de la teoria de perturbaciones. Cuando V no
depende del tiempo se utiliza teoria de perturbaciones independiente del tiempo y cuando
V es una funcién del tiempo, se utiliza teoria de perturbaciones dependiente del tiempo.

7.1. Teoria de Perturbaciones Independiente del Tiem-
PO
Supongamos que tenemos un sistema descrito por el hamiltoniano
H=Hy+\V (7.2)

donde Hy es un hamiltoniano cuyos eigenestados y eigenfunciones son conocidos, V es un
potencial perturbativo independiente del tiempo y A es un pardmetro adimensional mucho
menor que uno, A < 1.

Nuestro objetivo es conocer los eigenvalores y eigenfunciones de H a primer orden en \
como lo muestra la siguiente ecuacién

H [ipn) = By [thn) - (7.3)

Para esto supondremos que tanto la energia como los eigenestados pueden expandirse en

A

E, = EQO 1) ED 4 | (7.4)
) = [0) A0 )+ (75)




56 Teoria de Perturbaciones

Sustituyendo estas ecuaciones en la ecuacién de Schrodinger estacionaria (7.3) y reagru-
pamos por 6rdenes en \

(V- Bm)

Multiplicando la ecuacién por la izquierda por <z/1,io)‘ obtenemos

o)+ (Ho— EQ) [u) =o. (7.6)

(w07~ B

o @)+ (w1 — EQ| w0 =o. (7.7)
En el caso en el que £ = n obtenemos los eigenvalores

(6@ [V = ED[ 4@ ) + (0 | o - EQ| 4D

(0|7 = D[ 60 + (40 |0 — O 60

(v

(@ [V @) = (00| ED| 4

(6@ [V|0) - ED =0, (7.8)

)

)
V- EBD ¢0)>=0

)

y finalmente
ED = (40 7| 4®) (7.9)

La energia a primer orden puede obtenerse sustituyendo este tltimo resultado en la ec. 7.4

E,=E® 4\ <¢;0> ‘V) ¢;0>> . (7.10)
Haciendo k # n en la ec. (7.7) obtenemos

<1/1;(€0) “7 B Eg)‘ 1/)1(10)> I <¢;(€0) ’go B Eﬁo)’¢£1)> —0

(o |7 = ED|90) + (v [E - EO|40) =0
(7.11)
entonces,
(s V|V —ED w0
<1/J;(€0) ¢£1)> = sog 0 REm (7.12)
k =

n

donde el coeficiente indeterminado a,, se determina por medio de la normalizacién de la
funcién de onda.

Multiplicando esta ultima ecuacién por (0)

h > y sumando sobre k obtenemos

(0] -5
) = 30 [o67) (0 [p0) = an [p) + S0 A —
k & EY-E|

(0)

n

> ‘¢,§°)>. (7.13)
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de esta forma, podemos obtener los estados del hamiltoniano completo, a primer orden en
A como
<¢’(€0) ‘V — B ’(LO)> (0)

‘wk > . (7.14)

ET(LO) - EI(CO)

) = (14 Aan) [57) + 23
k#n
7.1.1. Ejemplo

Consideremos el hamiltoniano

€6 « (e O 0 «
H—><a 62)_(0 62>+(0[0) (7.15)
donde €; < €5. El hamiltoniano no perturbado es

Hy — < 601 0 > (7.16)

€2

y la perturbacion estd dada por

V—>(2 ‘8‘) (7.17)

El hamiltoniano (7.15) puede resolverse exactamente como se muestra en la Actividad 6.
Los eigenvalores del hamiltoniano (7.15) son

2
Ey

T (7.18)

1
2 (€1+62_ 4a2+(52—€1)2) - _262—61

1 / a?
Eq — (61 + €9 +1/4a? + (62 - 61)2) =€ +2 + ... (719)
2 €2 — €1

Los eigenvectores a primer orden en « estan dados por

1 @
wy = ( o ) 9 w1 = ( 62161 > 9 (720)
€2 —€71

donde es importante notar que estos vectores son ortonormales a primer orden en .

Ahora podemos intentar reproducir estos resultados por medio de la teoria de perturba-
ciones. Los eigenvalores de la energia a orden cero son

EY=a, EP=e (7.21)

v los eigenestados

== (1) )~ (0) )
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La energia a primer orden en « es entonces

1 0) |v] (0 0 «o
B @éWWwP>:ﬂ(a 0>m
0 « 1
- oo 5)(0)-
1 0) |1 0 0 «
B = (0] =t (3 5 )
0 « 0
(2 8)(8)=0 -
y entonces las energias a primer orden el a son
E, = EV+EY =q,
By, = EV+4+EY =, (7.24)

es importante notar que en estas ecuaciones A no figura explicitamente ya que el parametro

de la expansién en este caso « es el parametro de expansion. Este 1iltimo resultado coincide

con el obtenido de la diagonalizacién de la ecuacién (7.18) al menos en primer orden en .
Ahora calculamos los eigenestados

(|| i)

_ (0) M\ _ (0)
W}1> - ’1/]1 > + ‘d}l > - (]‘ + al) ’1/}1 > + Ei()) _ Eéo)
406
2\ a 0 ! 1
i w1(1+a1)vl+’02< tal>
€1 — €2 €1—€a
©O) || 4, 0)
o 7| u”)
- (0) M\ _ (0) <
W}2> - ’1/]2 > + ‘¢2 > - (1 + a2) ’1/}2 > + Eé()) _ E§O)
T( 0 « )
U1 U2 e
=(1+as)v I N (= (7.25)
— W2 ( 2) V2 €1 — & 1 1+ ay . .

A fin de que la normalizacién sea correcta a; = as = 0 y reproducimos el resultado obtenido
en (7.20).
7.2. Teoria de Perturbaciones Dependientes del Tiempo
Supongamos que tenemos un hamiltoniano de la forma
H(t)=Hy+V(t) (7.26)

donde Hy es la parte no perturbada del hamiltoniano y cuyos eigenestados y eigenvalores
conocemos y V (t) es una perturbacién dependiente del tiempo.
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La ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo estd dada por
A (00 (1)) = [Fo+ 7 ()] 1o () = ih i (1) (7.27)

Nuestro objetivo es encontrar el operador de evolucion temporal del hamiltoniano H (t)
tal que

ﬁ@ﬂﬂ)—wh%U() (7.28)
y donde X
[ (8)) = U (t) [¢(0)) . (7.29)

Ahora introducimos la imagen de interaccién. El estado del sistema en la imagen de
interaccién |1y (t)) se define a través de la relacién

[ (8)) = Uo () |91 () = exp <ZHOt> |91 (¢)) - (7.30)

De esta ecuacién es facil ver que el estado inicial es el mismo en la imagen de interaccién

¥ (0)) = |41 (0)) . (7.31)

Si sustituimos la ec. (7.30) en la ec. (7.28) obtenemos que la ecuacién de movimiento en
la imagen de interaccién

H (t)Uo (1) |1 (1))

a4V 0] 1o () = 0 ) (o4 i ) o 1)
0 6) 0 1) s )

Us (t )Zh* lvbr (2)) (7.32)
y por lo tanto
U3 (t)V () Uo (t) [¢1 (1)) = Zh 2 |vr (1) - (7.33)

De esta tdltima ecuacién definimos al potencial perturbatlvo en la imagen de interaccion
como

Vi) =0l &)V () Uy (t) (7.34)

y finalmente escribimos la ecuacion de evolucién como

Vi () 9 (1)) = Zh* 1 (1)) - (7.35)

De manera analoga a como hicimos con el operador de evoluciéon temporal, podemos
proceder con la ecuacién de movimiento en la imagen de interaccién. Suponemos que el
estado en la imagen de interacciéon en un instante puede ser representado por medio del
operador de evolucién en la imagen de interaccién U (t) como

%1 (1)) = Ur (1) 41 (0)) (7.36)
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donde el operador de evolucién temporal en la imagen de interaccién cumple la ecuacion de
movimiento siguiente

Vi () Uy (8) = ih ‘iUI (t) (7.37)

0

Es importante notar que si en la ecuacién anterior sustituimos la definicién del estado en la
imagen de interaccién (7.30) regresamos nuevamente a la ecuacién de movimiento (7.28)

= U3 (1) {iﬁaU (t) — HoU (t)] U (t) (7.38)

O3 (&) [fo + V()| Do ()T (8) 0 (1) U (1) T (1)
=U! (1) [ihaf](t)} Uy (t) (7.39)

y finalmente multiplicando por la izquierda por Uy (t) y por la derecha por Ug (t) y cance-
lando todos los términos que contengan Ug (t) Uy (t) obtenemos nuevamente la ecuacién de
movimiento

{ﬁo +V (t)] U(t) = ih%f] (t). (7.40)

Integrando ambos lados de la ec. (7.37) obtenemos

/ VL () UL (1) = i [0 (1) - 07 0)] (7.41)

y por lo tanto

Uy (t) Ur (0) + % /t dt'vy ()Y U (')

t
1+.i / dt'Vy (¢)Ur (t) (7.42)
Zh 0

Aplicando la ec. (7.42) iterativamente obtenemos que

t
Ur(t) = 1+% at'vy (")

1+ = /dtVI () /dt/ dt"vi () Vi ()
(zh) /dt/ dt”/ dt"Vi (@) Vi (") Vi (") ... (7.43)

1t
1+ — / dt"vr (t") Uy (t")
lh 0
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Esta ecuacion es el fundamento de la teoria de perturbaciones dependientes del tiempo. A
primer orden podemos utilizar el operador de evolucién temporal dado por

. 1t
Urt)y=1+— [ dt'V; (') (7.44)
'Lh 0

7.2.1. ejemplo

Para entender el método de perturbaciones dependientes del tiempo estudiamos el prob-
lema de un oscilador arménico con forzamiento dependiente del tiempo. El hamiltoniano de
este sistema estd dado por (ver la tarea 8)

H = hw <eﬁa + ;) +y* () a+(t)al. (7.45)

Por simplicidad supondremos que 7 (t) = ~oexp (iwpt) donde vy es una constante con
unidades de energia.
El hamiltoniano no perturbado es

. 1
Hy = hw (aTa + 2) (7.46)
y el potencial perturbativo es entonces
V(t) = o [e7™0ta + e™0tal] (7.47)

Primero necesitamos el potencial perturbativo en la imagen de interaccién, es decir
iho(atat i) Cihwlatasrl itwdt av itwala
VI (t) _ ezhw(a a+2)tv (t)e zhw(a a+2)t _ eztwa aV (t)e ttwa'a
. AT ~ s “ . N . AT ~
62twa a'}/O [6 zwota + ezwota’[] e itwa'a (748)
Por esto, debemos calcular términos de la forma

itwata » —itwala
)

. AT PN _ ~ 1' ~
e ae gitwalagto—itwala (7.49)

Procedemos de la siguiente manera. Definimos
A iadta, —iadta
a(a)=ce ae (7.50)
y le derivamos con respecto a «

i () = €80 [aTa,a) em0'd = _jeiadlage—iad’d — _j5 (@) (7.51)

70

en esta ecuacion utilizamos los resultados de (6.11). Al resolver esta ecuacion diferencial con
la condicién inicial @ (0) = & obtenemos que

a(a) =e G (7.52)
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y calculando el adjunto obtenemos

al () = e™af (7.53)
y en particular podemos ver que
eitwd*d&efitwd‘\& _ efiwtdy eitw&*&dfefitwd% — eiwtyt (7.54)

Sustituyendo este ultimo resultado en (7.48) obtenemos el potencial en la imagen de inter-
accion
Vi (1) = [eﬂ'(”o“’)t& + ei(“’o“’)tdq . (7.55)

Ahora obtenemos el potencial de evolucién temporal sustituyendo (7.55) en la ec. (7.44)
para el operador de evolucién temporal en la imagen de interaccion

1ot } S ,
Ur(t) =1+ — / At/ [ 0t 4 fleot o gt
0

1+ m {[eierrr —1]a— [efeorr 1]t} (7.56)

Para obtener el operador de evolucién temporal, aplicamos la transformacién inversa de la
imagen de interaccién obteniendo

Ut)=0Uo(t)Ur (t) U§ (1) = 1+ ﬁ {[e70t — ™) & — [0 — e ™! at). (7.57)

Este operador podria permitirnos la probabilidad de transicién entre dos estados o la de-
pendencia temporal de algtiin operador.



