SAIl 1112042 Introduccion al Calculo

Temas
Desigualdades b) ax?> + bx +c < 0y c) % < 0 del programa analitico.

En esta clase se trata de determinar un intervalo donde se cumple una desigualdad del
tipo: ax? + bx + ¢ < 0 o bien una desigualdad de tipo f‘x—jf; <0.

b) ax’>+bx+c<0

Una interpretacién geométrica del problema (ax? + bx + ¢ < 0): se trata de determinar el
intervalo en el eje X donde los valores y. = f{x) = ax?> + bx + ¢ (de un polinomio cuadratico o
de una férmula cuadratica o de una parabola) estan por debajo de la recta (y = 0), o sea
por debajo del eje X (que se indicara con una linea roja).

La férmula ax? + bx + ¢ = 0 significa resolver el problema de determinar las raices, o sea
los dos valores r; y r; tales que a(r1)> +bri +c = 0y a(r)* + bra+c¢ = 0.

Las raices r; y r, no siempre existen en los numeros reales. Sin embargo hay un
procedimiento que permite determinar a las raices reales.

Procedimiento para la determinacion de las raices de ax? + bx + ¢ = 0.

El coeficiente a debe ser distinto de cero.

1) Calcular el discriminante d = b — 4ac

Si d > 0 tiene raices reales y se continua en el paso 2).

En otro caso, las raices son numeros complejos y no hay raices en los numeros reales
para la formula dada.

2) Las dos posibles raices en los numeros reales se obtienen de las formulas:

—b+d —b—Jd
re = 2a y r2 = 2a

Nota: esto significa que 0 = ax?> + bx + ¢ = (x —r1)(x — r2), 0 sea se factoriza mediante
las raices.
Comprobacién: (x — r1)(x — r2), sustituyendo r, y r, se obtiene

(x — _";f (x —~ _”;f ) = +5b% = J5-d+x7 + bx, sustituyendo d se obtiene

5 b? = 25 (b* — dac) +x* + bx = 4 (ax’ + bx + ¢). Note que ¢ (ax* +bx +¢) = 0, 0 sea
ax? +bx+c = 0(a) = 0.

O sea se tiene la factorizacion (x —r;)(x — ;) = 0 de la férmula ax? + bx + ¢ = 0.

Por otro lado la férmula cuadratica se conoce como la forma geometrica parabola que
cumple con la propiedades:

1) Sia > 0, f{x) = ax*> + bx + c crece (hacia +Y) cuando x toma valores positivos o
negativos grandes. O sea abre hacia arriba. Por ejemplo f{x) = x> — 2x — 15(en verde)

Note ademas que (x +3)(x - 5) = x> - 2x - 15



1) Sia < 0, fix) = ax?> + bx + ¢ decrece hacia —Y cuando x toma valores positivos o
negativos grandes. O sea abre hacia abajo. Por ejemplo f{x) = —x? + x + 6 (en verde)
Note ademas que —(x +2)(x—-3) = —x?>+x+6

Con base en lo anterior, un método para determinar el intervalo es:

1) Determinar las raices reales.

Si no tiene raices reales considere los dos casos del coeficiente a de la cuadratica.

a) Con a > 0 la parabola abre hacia arriba, por arriba siempre del eje X no lo cruza. Por
tanto el intervalo es vacio.

Por ejemplo x? — 2x + 20

{
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b) Con a < 0 la parabola abre hacia abajo, siempre esta abajo del eje X y no lo cruza.
Por tanto el intervalo es R, o sea la desigualdad se cumple para todos los numeros reales.
Por ejemplo —x?> +x -6 < 0



2) En caso de existan las raices reales, se puede factorizar la cuadratica.
0=ax’>+bx+c=(x—r1)(x—rz). Analizar los casos cuando (x —r)(x —r2) < 0.

Osealoscasosa) (x—r;) >0,(x—r2) <0yb)(x—r1) <0,(x—r2) > 0.

Note que los casos corresponde con a) > 0 (+) por factor< 0 (-) es (=) yb) < 0 (=) por
factor > 0 (+) es (-).

Por la interpretacion geometrica se tiene:

a) Con a > 0 la parabola abre hacia arriba, cruza al eje X en las raices. Por tanto el
intervalo es entre las raices.Por ejemplo f{x) = x> — 2x — 15(en verde)

Comox?—2x—15= (x+3)(x—-5).

El intervalo solucion es [-3, 5] (linea azul).
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b) Con a < 0 la parabola abre hacia abajo, cruza al eje X en las raices. Por tanto el
intervalo son los extremos con base en las raices.

Por ejemplo f{x) = —x% + x + 6 (en verde)

Como —x2+x+6=—(x+2)(x-23).

El intervalo solucién es (—,-2] U [3, ) (lineas azules).




Ejemplo 1. Determinar el intervalo donde 5x2 — 10x < 0.
La siguiente grafica ayuda comprender el problema:

y = 0 recta roja, y. = 5x? — 10x recta verde.

Intervalo resultante linea azul que corresponde con [0,2].

Respuesta ejemplo 1.

1) Metodo légico algebraico de la factorizacion.

0 = 5x? - 10x = 5x(x —2) O sea, x(x —2) = 0.

Esto significa que las raices sonry =0y r; = 2.

Setiene (x-0) y (x —2).

Casoa) x-0)>0y (x—-2) <0.

Se tiene x > 0 y por regla de la balanza sumando 2, (x —2) +2 < 0 + 2, se tiene

Se tiene x > 0 y x < 2, se tiene los intervalos

[0,0) N (—,2] por tanto el intervalo es [0,2].

Delcasob)x <0y (x—2) > 0. Con la regla de la balanza se suma 2 al segundo
termino.

Setienex <0yx-2+2>0+2.

Setiene x < 0y x > 2. Se tiene los intervalos (—,0] y [2,2). Note que x no hay
interseccién y por tanto es ¢.

Uniendo los intervalos del inciso a) y b) se tiene [0,2] U ¢ = [0,2].

Es decir el intervalo resultante es [0,2]. Note que coincide con la grafica anterior.

Respuesta ejemplo 1.

2) Método por la férmula de determinacion de raices de la cuadratica.
5x%? — 10x = ax? + bx + ¢, de aqui se obtiene a = 5, = -10,c = 0.

El discriminante es d = b — 4ac

En este caso se tiene d = (—10)* — 4(5)(0) = 100 > 0.

Se tienen raices reales:

ry = ’b;f (sustituyendo)= _(_lgg)‘/m =100 - 2 )

ry = ’b;f (sustituyendo)= —(—1(2)2;;/W = 10— 0.

Se tiene los mismos datos del procedimiento anterior y por tanto el intervalo resultante
es [0,2].

PhotoMath obtiene la misma solucion y los pasos de la solucién son parecidos a los
vistos en clase.



522 — 10z < 0 ’

Resolver para x

z € [0,2] v

Pasos de la solucién [ar)

522 — 10z < 0
Simplifica .
5z(x—2)<0

Para que el producto sea < 0, uno de los
valores z y z — 2 debe ser > 0y el otro
debe ser < 0. Consider the case when = >
Oandz—2<0.

Ejemplo 2. beterminar el intervalo donde se cumple: 7x2 + 1 < 0.

!
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Por el dibujo el intervalo es ¢. Ya que no hay puntos verdes de la cuadratica por debajo
de la linea roja (y = 0).

2) Método por la férmula de deteminacién de raices de la cuadratica.
7x% + 1 = ax? + bx + ¢, de aqui se obtiene a = 7,b = 0,c = 1.

El discriminante es d = b — 4ac

En este caso se tiene d = (0)* —4(7)(1) = —28 < 0.

No tiene raices reales.

Como el factor a de la cuadratica es a = 7 > 0, significa que la cuadratica toma todos
sus valores positivos, abre hacia arriba. Es decir, no hay valores por debajo del eje X.

El intervalo solucion es ¢ (el conjunto vacio).

PhotoMath indica que problemas de este tipo tienen como solucion ¢, el conjunto nulo.



Tz2+1<0 ’

Graph J

How do you solve 22 +9 < 0?

https://socratic.org/questions/how-do-you-solve-x-2-9-0-3

x € ¢, the null set. Explanation: We can rewrite our inequality as

2% < —9 However, we know that z* is always bigger or ...

Ejemplo 3. Determinar el intervalo donde —x? + 9 < 0.

Del dibujo el intervalo resultante (en azul) es (—o0,-3] U [3, ).

Respuesta.

1) Metodo de factorizacion directa: —x2 + 9 = —(x — 3)(x + 3).

Esto significa que las raices son xop = -3 y x; = 3.

Las raices son xp = -3y x; = 3.

Setienenloscasosa) -(x-3) >0y (x+3)<0yb)-(x-3)<0yx+3)>0.

Delcasoa)-(x-3) >0y (x+3) <0.

—x+3 >0yx+3 <0. Laregla de la balanza es sumar -3.

—x+3-3>0-3yx+3-3<0-3. Se obtiene

—x > -3 y x < -3. Regla para el primero por (-1), cambia la desigualdad.

x <3 yx <-3. 0 sea se tiene los intervalos (-, 3] y (—,-3].

Significa una interseccion: (—o,3] N (—0,-3] = (-0, 3]

El intervalo del caso a) es (—x,-3].

Del caso b) -(x —3) <0y (x+3) > 0. Realizando la multiplicacion del lado izquierdo:

—~x+3<0yx+3)=>0.

Por regla de la balanza, sumando -3 en ambos lados y en las dos desigualdades:

x+3+(-3)<0+(3)yx+3+(-3)=>0+(-3)

Se tiene —x < -3 y x > —3. Se multiplica por (-1) la desigualdad de la izquierda y se
inveierte la desigualdad: x > 3 y x > -3.

Se tienen dos intervalos [3,©) y [-3, ).

Significa una interseccion: [3,0) N [-3,0) = [3,0).

El intervalo del caso b) es [3,x).

Uniendo los intervalos de los incisos a) y b) se tiene (—«,-3] U [3,x).

Es decir el intervalo resultante es (—o0,-3] U [3,).



Por la interpretacién grafica se obtiene el mismo resultado.

y = 0 recta roja, y. = f.(x) = —x? + 9 recta verde.

El intervalo resultante es la linea azul que corresponde con los valores de x para los
cuales f.(x) < 0, o sea (—»,-3] U [3, ).

f 1 T T 1 t
-5 - -3 -2 -1 1 1 2 3 5
210 + X

PhotoMath obtiene la misma solucion y los pasos de la solucién son parecidos a los
vistos en clase, pero en este caso son de despejar las variables por las propiedades de la
aritmética, que es un una forma equivalente resolver por la regla de la balanza.

—224+9<0 /’

Resolver para x

z € (—00,—3]U[3,00) (v
Pasos de la solucién 0
2
—z+9<0
Multiplique la desigualdad por -1 para
hacer que el coeficiente de la potencia
mas alta se convierta en —z* + 9 positivo.
Dado que —1 es < 0, se cambia la
direccion de desigualdad.
2?-9>0

‘ Agrega 9 a ambos lados.

¢, Como resolver el problema 4x? — 8x + 1 > 0 con lo visto en esta clase?

Note que en esta clase se estudio: b) ax? + bx + ¢ < 0.

Se debe multiplicar por (-1) para tener el modelo de la clase: —4x? + 8x — 1 < 0.

¢ Como resolver el problema 4x? — 8x + 1 < ax + b con lo visto en esta clase?

En este caso se lleva al modelo b) mediante un desarrollo algebraico apropiado, o sea
sumando de ambos lados —(ax + b) de donde resulta 4x> + (-8 —a)x+1 -5 < 0.

Problema: determinar un intervalo donde se cumple una
desigualdad de caso c) «: <o.

Interpretacion geométrica del problema(% < 0): se trata de determinar el intervalo en
el eje X donde los valores de la recta del numerador y, = ax + b y los valores de la recta del
denominador y, = cx + d cumplen dos casos para que el coeciente sea negativo o cero:

a)y,=ax+b<0yys=cx+d>0.

P)yi =ax+b>0yys=cx+d<0.

NOTE que la recta del divisor no puede ser cero por eso se pide > 0 <, para no incluir al
cero como del divisor o denominador.



Ejemplo: Determinar el intervalo donde =2*2 < 0.

2x+1
Resolucion gréfica.

Sea 2 se tiene y, = —3x + 2 (verde claro) y la recta y; = 2x+ 1 # 0 (verde oscuro), y

la recta y = 0 (aparece en rojo)

Note que se eligen dos intervalos:

a) donde la linea en verde claro es > 0 y la linea en verde oscuro es < 0, o sea el
intervalo (-0, 1).

b) donde la linea en verde claro es < 0 y la linea en verde oscuro es > 0, 0 sea el
intervalo [ ).

Por tanto, el intervalo solucion es (-, ) U [£,).

Método de solucion légico-algebraico:

1) Se deben evaluar los casos

)y, =ax+b<0yys=cx+d>0;y

b)yi =ax+b>0yys=cx+d<0.

2) Resolver a), es decir despejar x.

3) Resolver b), es decir despejar x.

4) El intervalo solucion es la unién de los intervalos de los casos 2) y 3).

Ejemplo. Determinar el intervalo donde se cumple que =222 < (.

2x+1

Respuesta.

1) Se deben resolver los casos

A)y,=-3x+2<0yy;=2x+1>0;

B)y,=-3x+2>0yys=2x+1<0.

2) Resolver A), es decir despejar x.

Para en numerador

-3x +2 < 0. Por regla de la balanza se suma -2 en ambos lados: —-3x + 2 < 0,

se tiene —3x+2+(-2) <0+ (-2). O sea —3x < -2.

Por regla de la balanza se multiplica por —% en ambos lados y por ser negativo se
invierte la desigualdad: -3x(—1) > -2(-1). Se obtiene

x > £ que le corresponde el intervalo [, ).

Para el denominador

2x+ 1 > 0. Por regla de la balanza se suma -1 en ambos lados: 2x + 1 + (=1) > 0+ (-1).
Se obtiene 2x > —1.

Por regla de Ia balanza se multiplica por 1 en ambos lados: 2x(£) > -1(<).

Resulta x > —— o sea el intervalo es (— 00).



Los intervalos del numerador y denominador se deben cumplir al mismo tiempo:
[%,OO) N (—%,OO) = [2/3,00)
3) Resolver B).

Para el numerador:
-3x +2 > 0; se tiene despejando x o sea aplicando la regla de la balanza

adecuadamente: —3x > -2 y luego x < % El intervalo es (—oo, %].

Para el divisor:

va = 2x+ 1 < 0; se tiene despejando x o0 sea aplicando la regla de la balanza
adecuadamente: 2x < —1 y luego x < —%.EI intervalo es (—oo,—%).

Elintervalo es (-0, 3] N (—o0,— 1) = (-0,~1/2).

4) El intervalo solucion es la unidn de los intervalos de los casos 2) y 3):
(—o0,—1/2) U [2/3,0). Tal como se muestra en la figura siguiente con y, = —3x + 2 (verde
claro) y larecta y; = 2x + 1 # 0 (verde oscuro), y la recta £ = 0 (aparece en rojo).

PhotoMath obtiene la misma solucion y los pasos de la solucién son parecidos a los
vistos en clase, en este caso estan en inglés.

—3z4+2 »
2z+1 S 0 ’

Resolver para x

z € (—00,—3)U[2,00) @

Pasos de la solucion 0d

—3z+2<0
2c+1 —

For the quotient to be < 0, one of the
values 2 — 3z and 2z + 1 has to be > 0,
the other has to be < 0, and 2z + 1
cannot be zero. Consider the case when
2 — 3z > 0 and 2z + 1 is negative.

2—-3x>0
2c+1<0
Otro ejemplo. Determinar el intervalo donde se cumple ::i—jo <0.
1) Se deben evaluar los casos:
a)yn=-5x+2= <0yys=-5x+10 > 0;
b) v, —5x+% >0yys=-5x+10 < 0.
2) Resolver caso a), es decir despejar x.



Vo = —5x+ % < 0; se tiene despejando x,—5x < —l y luego (al multiplicar por —%, se
cambia la desigualdad) x > — (—i) x> 35 El mtervalo es [35 ,00).

va =-5x+10 > 0; se tiene despejando x,—5x > —10 y luego (al multiplicar por —%, se
cambia la desigualdad) x < —lO(—%),x < 2.El intervalo es (—x,2).

Elintervalo es [,0) N (-,2) = [+,2).

3) Resolver caso b), es decir despejar x.

yn = =5x+ % > 0; se tiene despejando x,—5x > —2 y luego (al multiplicar por -+, se
cambia la desigualdad) x < ——(—l) x < 35 El mtervalo es (-, 35]

va = =5x + 10 < 0; se tiene despejando x,—5x < —10 y luego (al multiplicar por —%, se
cambia la desigualdad) x > -10(-+),x > 2.El intervalo es (2, ).

El intervalo es (-, = 51N (2,0) = ¢.

4) El intervalo solucion es la union de los intervalos de los casos 2) y 3):
[55.2)U¢ = [55,2).

Resolucion por la interpretacion grafica:

Seay, = -5x+ %(en verde claro) y y;, = —5x + 10 (verde oscuro).

Note que —5x + = = 0, ocurre en x = +-.

El intervalo solucion es la linea azul o sea el intervalo [-% 3552)-

T T T T T : : : :
-5 -4 -3 -2 -1 I 2 4 5
-10

PhotoMath obtiene la misma solucion y los pasos de la solucion son parecidos a los
vistos en clase.

Sy <0 ’
Resolver para x
re[d s 2) v
[t oot ]
Pasos de la solucién ar)
7514F%
=5z +10 —

For the quotient to be < 0, one of the
values 2 — 5z and 10 — 5z has to be > 0,
the other has to be < 0, and 10 — 5z
cannot be zero. Consider the case when
2 —5z > 0and 10 — 5z is negative.

¢, Como resolver el problema “"”’ > 0 con lo visto en esta clase?

Note multiplicando por (-1) se tlene —% = b <,

cx+d



Note que PhotoMath puede ser su auxiliar para verificar sus respuestas y ayudarlo en la
resolucion de problemas. Tal herramienta la tiene disponible todo el tiempo y complementa
el tiempo dedicado al estudio y resolucion de problemas pero no sustituye los libros y las
clases y el trabajo de estudio.

¢ Como determinar el dominio de la funcion [t con lo visto en esta clase?

cx+d

Aplicando la nota anterior.

Dar el planteamiento de solucion del problema:

Una tortuga recorre una distancia dada por la funcién 7(¢) donde ¢ es el tiempo y los
valores 7(¢) se dan en metros. Una hormiga recorre una distancia dada por la funcion A(¢)
donde ¢ es el tiempo y los valores 4(¢) se dan en metros.

Determinar el intervalo de tiempo cuando la distancia de la hormiga supere o sea igual
a la de la tortuga.

Planteamiento con lo visto en clase: Se debe determinar el intervalo cuando se cumple
la desigualdad: T(¢) < h().



