SAIl 1112042 Introduccion al Calculo

TEMAS

Funciones polinomiales. Funcién Racional, division de polinomios y puntos fijos y
removibles.
Funciones polinomiales y racionales.

Funciones polinomiales

Una funcién polinomial corresponde con las expresiones llamadas polinomios, lo cuales
tienen varios monomios de la forma a,x" donde a, es un numero real (coeficiente) y x es la
variable que toma valores reales.

La expresion general es p(x) = ao + aix + axx? + azx> + -+ + ax".

El grado del polinomio es el exponente del monomio mayor.

Ejemplo pi(y) = -2+ 2y + 4.

Es de grado 3 y tiene los coeficientes ap = -2,a; = %

Los polinomios de grado » tienen a lo mas « raices reales.

Nota. El Teorema fundamental de Algebra dice que tiene exactamente » raices en los
numeros complejos.

Note que si se tienen numeros reales distintos ro,r1,...,r, se puede construir un
polinomio factorizado como (x — ro)(x —r1)---(x — rp).

Donde el monomio de mayor grado es x" y monomio de grado 0 es (—1)"ror;---ry.

O sea si un polinomio tiene » raices reales se puede factorizar en factores y tiene n
raices. Sin embargo, los polinomios de grado par, por ejemplo los de grado 2, pueden no
tener raices reales. Por eso el Teorema Fundamental del Algebra cuando se aplica que los
polinomios de grado » de numeros reales tienen a lo mas » raices reales. (Nota: en los
numeros complejos tienen exactamente » raices complejas).

Los polinomios de grado » impar, siempre tienen al menos una raiz real porque si x es
muy grande p(x)p(—x) < 0. Hay un cambio de signo y los polinomios son funciones
continuas y por tanto tiene al menos una raiz.

Por otro, lado los polinomios de grado = par, podrian no tener ninguna raiz real, o una
de multiplicidad 2 [son factores de la forma (x — 71)?] o al menos 2 raices reales.

Siempre es posible, después de encontrar una raiz, factorizar por divisidén a un
polinomio dado para tratar de determinar sus raices. O sea:

“°+“1x+“2xifffx3 = bo + b1x + bax? + b3x? + --- + b, 1x""! donde

(bo + blx + b2x2 + b3x3 + -+ bn,lx’H)(x - 1”1) =

ao +aix + axx?® + azx> + - + ax".

Las raices de los polinomios son los ceros, o sea los x; tales que p(x;) = 0.

Ejemplo. Sea g(z) = -3 +z—4z%, notemos g : R » R . Los ceros se obtienen de

-3 +z-4z% = 0. Note que z; = —1 es una raiz o sea un cero de g.

g(-1) =3+(-1)-4(-1)° =-3-1+4=—-4+4=0.

La grafica de g(z) = -3 +z — 4z3(verde) es

ay = 0,a3 = 4.

+- - tanx”




donde z; = —1 es la Unica raiz o sea un cero de g(punto de color rojo).

g(=2) =27
g-1)=0 |g(1)= -6
g(0) = -3]g(@2) = -33
Sdzdsl 424 473

z+1

Por division de polinomios se obtiene una factorizacion.
Ejemplo de la division de polinomios.

472 +4z-3
r_
z+1 | 422 +z-3
(cambia signo para restar) +4z3 + 422
4z2 +z-3
(cambia signo para restar) 472 — 4z
-3z-3
(cambia signo para restar) +3z+3
0

g(z) = 3+z-423 = (z+1)(-4z* + 4z - 3).

Note que el factor —3 + 4z — 4z% = a + bx + cx? no tiene raices reales y que el
discriminante

d=-b>—4ac = —4* —4(-3)(-4) = -16-12(4) = —16 — 48 = —64 < 0 es negativo.

Note que las funciones se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir.

Funciones racionales.

Las funciones racionales son cociente de polinomios reales.

Por ejemplo
_ x2-1
f(X) T 34y

Dominio es el intervalo donde el divisor no es cero.
Los puntos donde se anula el polinomio divisor son puntos de discontinuidad y son de
dos tipos: fijo y removible.



Los puntos de discontinuidad removibles son aquellos que corresponde con las raices
iguales del divisor y del numerador.

Por ejemplo, factorizando los polinomios de la funcion f'se tiene:
-1 DD
SBdx (el (42 44x-3)
Note que —4x? + 4x — 3 es un polinomio cuadratico sin raices reales. O sea es una

parabola que abre hacia abajo y no curza el eje X.

X
-0.50-0.250.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25
| "

Por otro lado de la factorizacion se tiene:

_ (x+1)(x-1) _ -1
f(X) B (e+1) (—4x2+4x-3) T A3

Por tanto x = —1 es un punto de discontinidad removible (desapare por simplificacion)

y como —4x? + 4x — 3 no tiene raices reales, la division por este polinomio no tiene
restricciones y el dominio de la funcion fes R.

La nueva formula de f'es f{x) = —2*1—

Ahora los ceros corresponden al numerador igual a 0.

En este ejemplo para f'se tiene un Unico cero en x = 1.

Cuando el divisor de una funcién racional tiene una raiz que no se puede simplificar, se
tiene tiene una discontinuidad fija o esencial:

En resumen para el ejemplo de f(x) = ﬁ

El divisor es -3 + x — 4x> = (x + 1)(—4x? + 4x — 3) tiene un cero en x; = —1.

Esto sugiere antes de la factorizacion y simplificaciéon que el dominio de f'es
(—o0,—1) U (-1, ).

El numeradores x> —1 = (x+1)(x— 1) sus ceros sonx; = -1 yx3 = 1.

ihi I s H D -1) _ x-1
Reescribiendo fix) = SBdd ) (A2 44x3) A3
Note que se quito x; = —1 es decir se trata de una discontiuidad removible.

Por tanto el dominio de f'es R.
Y elcerode fesenx; = 1.

La gréfica de flx) = (verde), su unca raiz en x = 1 (punto azul) es

x—1
—4x%+4x-3

oe]
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La siguiente tabla son puntos de la funcién £ que se muestran en rojo.




f(=10) = 1 A10) = - ¢
=5 |[@=-5
f0) =4

Ejemplo 1.

Sea h(x) = L.

Determinar sus puntos de discontinuidad fijos y removibles, su dominio, rango y realizar
un esbozo.

RESPUESTA.

h(x) = +

Es una funcion racional del cociente del polinomio constante 1 y el divisor es el
polinomio x.

Como no se pueden simplificar, se tiene que x = 0 es una raiz del divisor y es un punto
de disconitnuidad fijo o esencial.

Un esbozo de f(x) = 1(rojo)

0.2
y
0.1
[~ ]
-40 - 20 40
-0\ X
-0.

Se tiene f: (—0,0) U (0,0) - (—0,0) U (0,0).
OseaDy=R\ {0}y Ry =R\ {0}.

Ejemplo 2.

Sea j(x) = =2

x3-2x2-3x

Determinar sus puntos de discontinuidad fijos y removibles, sus ceros, su dominio, su
rango y realizar un esbozo.

RESPUESTA.

Se factorizan los polinomios numerador: x> —x -2 = (x = 2)(x + 1),

y divisor: x3 — 2x% — 3x = x(x + 1) (x — 3).

Las raices del divisor son —1,0, 3, o sea los puntos de disconitnuidad.

Se sustituyen las factorizaciones y se simplifica:

. o x2x2 o (e2)e) x2
JO) = 5555 T e T e
Como se cancela el factor (x + 1), el punto x; = —1 es una dsiconitnuidad removible.

Mientras que xo = 0 y x, = 3 son discontinuidades fijas.
La raiz del polinomio numerador (x3 = 2) es una raiz de la funcion ;.

La versién simplificada es j(x) = x(’;_é) )

Por tanto el dominio de j es (—,0) U (0,3) U (3,%)
Un esbozo de j es




_
)
A~
W
o

ol

De la gréfica se obtiene que su rango es R.

La linea azul corresponde al punto de disconitnuidad esencial xo = 0.
La linea verde corresponde al punto de disconitnuidad esencial x3 = 3.
Tales lineas son las asintotas verticales x = 0 y x = 3 respectivamente.




