Ejemplos 1.

. ., . . 2
Aproximacion por sumas de Reimann de la integral j_z x2dx.

Realice la grafica de la funcion f(x) = x?
Encuentre los puntos criticos
Encuentre los puntos maximos y minimos
Encuentre las zonas donde es creciente y donde es decreciente
5) Identifique el tipo de funcién (par, impar, periodica).
Para intervalos iguales donde Ax, = &< las formulas de Reimann para aproximar
la integral son:
Suma Superior S(n) = Ax, > | max(flx;-1)./(x;)).
Suma Inperior I(n) = Ax, Z;:l min(f{x;-1),Ax;)).
Suma punto medio, M(n) = Ax, 3" f(Z57).
6) Aproxime la integral con n = 2,4,8.
RESPUESTA.
1) Por la integral se supone que el dominio de fes [-2,2].

Por tanto el rango de fes [0,4].
Una tabla de pares de puntos para la grafica es
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1
2
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x fix)
-2 4
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0 0

1 1

2 4

Por la continuidad de f'la grafica es



Los pequefios circulos en la grafica corresponden con los puntos de la tabla.

2) Encuentre los puntos criticos.

Un punto critico cumple que g'(x*) = 0 (g es una funcién continua).

En este caso f'(x) = 2x.

Por tanto /' (x*) = 2x* = 0, luego el Unico punto critico es x* = 0.

(Es unico por que es la unica raiz del polinomio de grado 1, 2x).

3) Encuentre los puntos maximos y minimos locales.

Para g una funcion continua,

Un punto maximo local cumple las condiciones

a)g'(x*) =0

b) g"(x*) < 0.

Y un punto minimo local cumple las condiciones

c)g'(x*) =0

d)g"(x*) > 0.

Para f{x) = x2, /" (x) = 2.

Por tanto x* es un minimo local ya que cumple:

c)f(x*) = 0.

d)f(x*) =2>0.

4) Encuentre las zonas donde es creciente y donde es decreciente.

Para g una funcién continua,es creciente en (c,d) si para todo x € (¢,d), g'(x) > 0.

Para g una funcion continua,es decreciente en (c,d) si para todo x € (c,d),
g'(x) < 0.

Con x € (0,), f'(x) = 2x > 0, luego f'es creciente en el intervalo (0, ).

Por otro lado, x € (—=,0), f'(x) = 2x < 0, luego f'es decreciente en el intervalo
(-0,0).



5) Identifique el tipo de funcién (par, impar, periodica).
Una funcién g es par si g(—x) = g(x).

Una funcién g es impar si g(—x) = —g(x).

Una funcion g es peridica si g(x + T) = g(x) donde T > 0.
Para flx) = x2, es para ya que f{-x) = (—x)? = x2 = f(x).

6) Aproxime la integral con n = 2,4,8.

Como la funcién es par (por el inciso 5) se tiene

I: x2dx = 2I§x2dx.

Con intervalos de igual longitud en [a,b] se tiene

Ax, = &2 y los puntos son x; = xg + jAx,, j = 0,1,...,n.

En este casoa = 0,6 = 2.

Ademas xo =a =0yx; = jAx,,j =0,1,...,n.

Como la funcion f{x) = x? es creciente en (0,) (por el inciso 4) las férmulas SS(n)
y Sl(n) se simplifican a

S(n) = Axn 257 max(fxj-1),f0)) = Axn D57 ).

I(n) = Ax, 357 min(f-).f06)) = Axn 257 flxj).

Como se trata de intervalos de igual longitud la formula de punto medio se puede
reescribir como

M) = &y 57 S~ 45) = Ay 7S 45 = a7 (1)),
Tenemos por tanto

Sn) = A, 27 fw).

I(n) = Ax, Zjilf(qu ).

M) = a5, 57, /(80 (351))

Resolvemos la pregunta para n = 2,4,8.

Paran = 2,Ax, = % =1

SQ2) = An2 307 fijAxa) = (1) +/2) = 5.

En este caso jixzdx = Zfixzdx ~2(5) =10

12) = A 37 AG = 1D)Ax,) = f0) +A(1).= 1.

En este caso jixzdx = Zfixzdx ~2(1) = 2.

M@ = a0y (A (BR)) = A3 +A3) = 5.

En este caso jixzdx = Zfixzdx ~2(3) =5,

Paran = 4,Ax, = £ = +

S@) = Axs Y00 fljiAxs) = $(F) + A1) +A3) +/2)).= & = 3.75



Enestecasoj xzdx—zf KXdx = 2(L) =L =75
1(4) = AXzZ NG = DAxg) = +(10) + A+ )+f(1)+f(7))-=%=1-75

Enestecasoj xzdx—zf Xdx = 2(L) =1 =3.5

M) = Ay Y f(Ax4(2f ) =t +a2 )+f(—)+f(%))=2—8‘=2.625
Enestecasoj xzdx—zf Xy~ 2(2).= 2L =5.25
Paran—S,Ax2=H=L

8 4

S(8) = Axg Zjilf(iAXzz) = TAD)+AF) +AD) + ) + A +AD) + L) + 2)) =
2L —-3,1875

En este caso f:dex = 2j§x2dx ~2(3L) =3 =6.375

I8) = Axs 207 G = DAxs) = £ (0) +fA5) + ) +A3) + ) +A5) +A3) +F)
33 =2.1875

En este casoj x2dx = 2[ Xy = 2(E) = L =4.375

M = A T (e (50)) = HGTE) +1(3) 4D +1(3) +1) +ACH)
85— 2. 6563

En este casoj xzdx—zf v~ 2(8£) = £ =53125

+

Forma adicional de resolver el problema anterior.

A las férmulas de las sumas de Reimann anteriores se pueden simplificar aun mas
sustiyendo flx) = x2,Ax, = 2,y x; = jAx,,j = 0,1,...,n

Se tiene,

S(n) = A, 30 fiA) = 2300 i2) = 230 ().
I(n) = Ay 200 G - DAY,) = 220 AG- D7) =
M(n) _ Axnzjzlf(Axﬂ(ij)) 2 ZJ 1/((1 1)2+j2

Asi, las sumatorias solo dependan de n
n PN\ 2

S(n) = lZ] 1<2—j>

I(n) = + ZJ 1<2(' 2 )

v =|I\) \/
M-
L‘
()
=T
—
)

M) = 23X (EH)
S2) =5
I2) =1

MQ) =3 =25

S(4) = 12 =3.75
(4)=21 =175



M(4) = 2L =2.625

S(@8) = 2+ =3.1875
I8) = 2 =2.1875
M@®) = ¥ =2.6563

S(100) = £ = 2. 7068

1(100) = $37 = 2 6268

M(100) = 1333 =2 6666

El valor exacto de la integral es jzx2dx = % ~ 2. 6667 y el mejor resultado se
obtiene de la férmula de punto medio.

S(n) negro, I(n) rojo, M(n) verde
Notamos que las sumas de Reimann aproximan muy lentamente al resultado.



