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Ciencias BásicasResumen
El estudio de cúmulos de óptimo potencial de pocas partículas 
presenta una variedad de formas o figuras que son fáciles de 
identificar con las redes IC y FC  (Northby, 1987), CB ½ y CIF 
(Barrón , 2022) pero para algunos potenciales aún no se tiene una 
convención establecida de representación. 

En esta plática se presenta el consenso de representación para los 
clústeres de mínimo potencial global de Lennard Jones y de dos 
potenciales de Morse similares, junto con un tercer potencial de 
Morse con su pozo de potencial más cerrado que el de Lennard 
Jones. Se describe el problema abierto de representación 
geométrica para otros potenciales con pozos de potencial más 
abiertos que el pozo de Lennard Jones.

Palabras clave: Nano Clústeres, Optimización Global, Nano 
Estructuras, Clústeres de Lennard Jones, Clústeres de Morse, 
Clústeres de Thomson.

2/40

Ciencias BásicasMetodología
La química computacional o sea la modelación 
computacional es una gran herramienta que contribuye a la 
investigación en Física y Química, aporta e interacciona 
con la experimentación y es substancial por sus aportes 
científico, tecnológicos y económicos para el desarrollo de 
las áreas experimentales y teóricas de la Física y Química. 

Notas: El software de Cómputo Científico es de importancia 
estratégica para estar a la vanguardia en investigación y 
juega un papel crucial para la independencia tecnológica 
de los países. En mi opinión: Es mejor desarrollarlo que 
adquirirlo bajo licencias restrictivas.
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Ciencias BásicasMotivación  para el estudio de nanoestructuras

Creación de nuevos materiales
• Cuasi cristales
• Gases nobles
• Clústeres metálicos, cobre, oro y aluminio
• Computación quántica.
• Mejorar el entendimiento de formación de materiales
• LJ y Morse son modelos simples con gran poder predictivo
• Clasificación e identificación geométrica

Nano máquinas
• Potencial de energía de la superficie (PES)
• Virus: muchas interacciones dependen de su forma y estructura
• Diseño de Nanoestructuras
• Conductividad y trampas de partículas

Computación Quántica
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Ciencias Básicas

Creación Nanoestructuras

Aplicación de Técnicas de Microscopía de Fuerza 
Atómica y Ultrasónica en Hidrogeles Poliméricos, 
July 2014, Angelo Lusuardi

Lo nuevo para el diseño es usar la fuerza de interacción 
para empujar las partículas a lugares deseados
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Ciencias Básicas

Nanoestructuras y medicina
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Panorama de la presentación

• Descripción del problema

• Resultados previos

• Funciones de potencial

• Geometría

• Clasificación por núcleos

• Nuevos resultados

La estructura geométrica (lenguaje) resulta 
de la unión de las propiedades de pozo y 
grafo (símbolos).

7/40

Ciencias Básicas
Problemas de optimalidad global 
de crecimiento discreto

…
Minimización global: sobre todos los conjuntos 
de tamaño n = 14,15,…,n-1,n
Posiblemente no se conocen todos los arreglos 
espaciales de n elementos
Difíciles de resolver
Alta complejidad

Proposición (estimadores de frontera). Para cualquier conjunto de supuestamente 
mínimo global de tamaño n >> 2, se cumple: 

donde |V(cl(•))| es potencial del conjunto respecto a todas las interacciones a pares de los elementos 
con crecimiento moderado menor al crecimiento lineal.

Carlos Barrón Romero. Estimadores de Frontera para los supuestos clústeres consecutivos de óptimo 
potencial global. Avances en Ciencias e Ingeniería, Vol. 14(2), 2023. Publicado: Enero 14, 2024. ISSN 
0718-8706. 8/40
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Ciencias BásicasMorse ρ = 3, 6,10 y 14
http://doye.chem.ox.ac.uk/jon/structures/Morse/tables.html

RHO=3 RHO=6 RHO=10 RHO=14

14 -56.7547 * 14 -45.6193 * 14 -42.6752 * 14 -40.7983 *

15 -59.9219 -63.1621 -65.4862 15 -46.6664 -49.7484 -52.6376 15 -43.5604 -46.5414 -49.2406 15 -42.3059 -44.8064 -47.0750

16 -66.2046 -69.1406 -72.1853 16 -50.6987 -53.8458 -56.8553 16 -47.2356 -50.2619 -53.1902 16 -46.2198 -48.8145 -51.2074

17 -72.8641 -75.6624 -78.3594 17 -55.3140 -57.9414 -61.0253 17 -50.8739 -53.9836 -56.9635 17 -53.6580 -52.8226 -55.3231

18 -80.5755 -82.5793 -85.1202 18 -60.8820 -62.6892 -65.1841 18 -55.2594 -57.6571 -60.7315 18 -54.0555 -60.8124 -59.4254

19 -87.1629 -90.6475 -92.2945 19 -68.4734 -68.4923 -70.0645 19 -58.7655 -62.1668 -64.4403 19 -61.5432 -60.8124 -67.9668

20 -93.9033 -97.4174 -100.7194 20 -68.8762 -76.5291 -76.1025 20 -62.5049 -65.6791 -69.0743 20 -61.9052 -68.7836 -67.5694

21 -101.3706 -104.3369 -107.6719 21 -73.4094 -76.5291 -84.5848 21 -66.4948 -69.4499 -72.5927 21 -65.8592 -68.7836 -76.0239

22 -109.8063 -112.0412 -114.7706 22 -78.8504 -81.1367 -84.1821 22 -71.2049 -73.4943 -76.3949 22 -70.2750 -72.7917 -75.6619

23 -116.7642 -120.7869 -122.7118 23 -82.7997 -86.7355 -88.8640 23 -75.2076 -78.3254 -80.4937 23 -74.2391 -77.3025 -79.7243

24 -124.7333 -127.8845 -131.7675 24 -87.2006 -90.6854 -94.6205 24 -79.7405 -82.3702 -85.4459 24 -78.3543 -81.3095 -84.3300

25 -133.6964 -136.0727 -139.0049 25 -92.5056 -95.1279 -98.5711 25 -84.0606 -86.9897 -89.5328 25 -82.9939 -85.4774 -88.3799

26 -140.7820 -145.3221 -147.4121 26 -96.6879 -100.5496 -103.0552 26 -88.0795 -91.3703 -94.2388 26 -86.9721 -90.2108 -92.6005

27 -148.8642 -152.5139 -156.9479 27 -100.9239 -104.7453 -108.5936 27 -92.6003 -95.4195 -98.6799 27 -91.0479 -94.2198 -97.4276

28 -157.9644 -160.7734 -164.2457 28 -105.9927 -108.9978 -112.8026 28 -96.6192 -100.0084 -102.7595 28 -95.4335 -98.3317 -101.4675

29 -165.3318 -170.1156 -172.6825 29 -110.2651 -114.1459 -117.0717 29 -101.0835 -104.0514 -107.4164 29 -99.4678 -102.7746 -105.6155

30 -173.5853 -177.5786 -182.2667 30 -114.6672 -118.4328 -122.2992 30 -105.5284 -108.5712 -111.4837 30 -104.3100 -106.8358 -110.1156

31 -182.8576 -185.9842 -189.8255 31 -119.5281 -122.8577 -126.6006 31 -109.7176 -113.0661 -116.0588 31 -108.2987 -111.7607 -114.2038

32 -191.4457 -195.4685 -198.3832 32 -124.0195 -127.7714 -131.0483 32 -114.5320 -117.2843 -120.6039 32 -113.1950 -115.7676 -119.2114

33 -201.0946 -204.2087 -208.0793 33 -128.5068 -132.2874 -136.0147 33 -118.5681 -122.1675 -124.8511 33 -117.1878 -120.7413 -123.2364

34 -208.7261 -214.0684 -216.9718 34 -133.6068 -136.7975 -140.5554 34 -123.5524 -126.2177 -129.8029 34 -122.1058 -124.7483 -128.2877

35 -217.3364 -221.7715 -227.0422 35 -138.9601 -141.9572 -145.0883 35 -127.5831 -131.2744 -133.8672 35 -126.1021 -129.7374 -132.3088

36 -226.6743 -230.5083 -234.8168 36 -143.4528 -147.3820 -150.3076 36 -132.5624 -135.3154 -138.9965 36 -131.0025 -133.7447 -137.3690

37 -235.6911 -240.0081 -243.6802 37 -148.9648 -151.8912 -155.8038 37 -137.9660 -140.3602 -143.0477 37 -136.5199 -138.7086 -141.3872

38 -245.3163 -249.1592 -253.3419 38 -154.8777 -157.4771 -160.3296 38 -141.9984 -145.8498 -148.1580 38 -140.5207 -144.3211 -146.4146

39 -254.6309 -258.9450 -262.6272 39 -159.3781 -163.4820 -165.9894 39 -146.0310 -149.8872 -153.7336 39 -144.5218 -148.3274 -152.1222

40 -264.4853 -268.3948 -272.5736 40 -163.9005 -167.9931 -172.0863 40 -150.5947 -153.9245 -157.7760 40 -148.8018 -152.3337 -156.1341

29,36 y 39 nuevos resultados CBR
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Potenciales de pozo de LJ y MO, MR

MR(d)=Morse (6, d) [rojo] y MO(d) = Morse (5.3554, d) [azul] (ver Barrón, 2022b).

La experimentación numérica en este trabajo utiliza dos funciones de potencial de Van 
Der Waals que cumplen las propiedades de un pozo de potencial  (Pardalos et al., 

1994): 

donde

coordenadas de las partículas

El potencial de un cúmulo de n partículas:

Desarrollo de Taylor de segundo 
orden a la distancia optima 1

Ciencias BásicasProblema de optimización global de 
clústeres

donde

partículas de coordenadas  

Note que el grafo completo Kn representa el clúster 
completo: sus vértices con todas las aristas de pares de 
partículas del clúster
lPTn denota un clúster mínimo local de n partículas para 
los potenciales MR, LJ, MO. Con el prefijo o se denota el 
posible mínimo global.

PT puede ser MR, LJ o MO
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Pozo de potencial

http://www.sv.vt.edu/class/surp/surp95/Yilma/MolecDyn/lj.html

1. No se fusionan las partículas, r->0 se repelen
2. Valle de equilibrio alrededor de r*. Conjunto B (bond set ) aristas en 

(0.7,1.3). Conjunto NB de aristas-diagonales de distancia ≥ 1.3
3. Zona asintótica de baja atracción, r ≥1.3

1

2

3

Pozo de potencial: P. M. Pardalos, D. Shalloway, and G. L. Xue. Optimization methods for computing global 
minima of nonconvex potential-energy functions. Journal of Global Optimization, 4(2):117–133, 1994.

Bonded set (B): C. D. Maranas and C. A. Floudas. Global minimum Potential Energy 
Conformations of Small Molecules. Journal of Global Optimization, 4(2):135–170, 1994.
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Ciencias BásicasLocal optimality of the cores N13CPA

N13CPA_ABC

N13CPA_ABA

The 7-particle 
hexagonal flat cluster 
maintains its shape 
by adding 6 particles 
in equilateral 
triangles, with the 
same or opposite 
direction.

|K13|=78, |B|=36, |NB|=42
Núcleo N13CPA_ABA
LJ(B)=        -35.8436
LJ(NB)=       -5.0778
LJ(lLJ13)=  -40.9215

|K13|=78, |B|=36, |NB|=42
Núcleo N13CPA_ABA
LJ(B)=        -35.8598
LJ(NB)=       -5.0247
LJ(lLJ13)=  -40.8845

LJ(oLJ13_N13IC)= -44.3268
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Ciencias BásicasEuler's characteristic

LJ(oLJ13_N13IC)
= -44.3268
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Ciencias BásicasThe oLJ13_N13IC cluster is the 
global minimum cluster of the 
Lennard Jones potential for 13 

particles
• Dr. Carlos Barrón Romero

• 02 December 2022 
• 09h00- 11h20 

• 2022 International Conference on Electronics, Control, 
Optimization and Computer Science (ICECOCS) 

Carlos Barrón Romero. The oLJ13_N13IC cluster is the global minimum cluster of 
Lennard Jones potential for 13 particles, 2022 IEEE 3rd International Conference on 
Electronics, Control, Optimization and Computer Science (ICECOCS), Fez, Morocco, 
2022, pp. 1-6, doi: 10.1109/ICECOCS55148.2022.9982910. 
https://ieeexplore.ieee.org/document/9982910
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Ciencias BásicasPozo de potencial

http://www.sv.vt.edu/class/surp/surp95/Yilma/MolecDyn/lj.html

1. No se fusionan las partículas, r->0 se repelen
2. Valle de equilibrio alrededor de r*. Conjunto B (bond) aristas en 

(0.7,1.3). Conjunto NB de aristas-diagonales de distancia ≥ 1.3
3. Zona asintótica de baja atracción, r ≥1.3

1

2

3

Pozo de potencial: P. M. Pardalos, D. Shalloway, and G. L. Xue. Optimization methods for computing global 
minima of nonconvex potential-energy functions. Journal of Global Optimization, 4(2):117–133, 1994.

Bonded set (B): C. D. Maranas and C. A. Floudas. Global minimum Potential Energy Conformations of Small 
Molecules. Journal of Global Optimization, 4(2):135–170, 1994.

2
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Genotipo (número de partícula)
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Ciencias BásicasAlgoritmo evolutivo
Fenotipo Genotipo

Cruza

Mutación

Peinado

Combinación del DNA de clústeres o 
de latice

0,5,7,19,25,27,52,55,58,89,92,95,124

1, 11, 17,26,28,33,38,43,48,73,76,79,
100, 105,110,116,120,347

0,5,7,19,25,27,52,55,58,89,92, 100, 
105,110,116,120,347, 323,332,342,740

0, 5, 7, 19, 25, 27, 31,182, 279, 284,290,
292,295,304,314,323,332,342,348,740

Orientado a la geometría

Selección del de mínimo potencial

Minimización
Minimización

Selección del de mínimo potencial
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Minimización LBFGS

donde               .

donde     es el mínimo local, es su aproximación, 
gradiente, es una aproximación limitada de la 
matriz del Hessiano de la función del problema. 
Aproximación de Taylor de 2do Orden 

Las soluciones cumplen:
y

Modelo de minimización cuadrático de memoria 
reducida:

J. L. Morales and J. Nocedal por algorithm 778: L-BFGS-B: Fortran subroutines for 
large-scale bound constrained optimization, 2011.
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Aportación de B al PT

CBR©

Conjunto B: Aristas de distancia en (0.7,1.3)

El potencial se descompone en B y NB

A es el total de aristas

Es importante notar que

B aporta el 70% de LJ, 83% de MO y 87% para MR

Y |B| es cada vez más insignificante que el total de aristas

Resultados (1)
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Todas las formas geométricas 3D 
de los buenos clústeres de mínimo 
potencial

Hay similitudes y diferencias entre los clústeres óptimos para MR, LJ y MO

Minimización

Matching

Todos lo buenos mínimos clústeres provienen de la latice CB½ o 
de la latice CIF

Conjetura resuelta

Resultados (2)

Artículo en preparación: Geometría y transformaciones entre las latices CB½ y CIF 
para  los supuestos clústeres de mínimo potencial de Morse y LJ
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El cúmulo oLJ13_N13IC es el cúmulo mínimo global 
del potencial de Lennard Jones para 13 partículas 

CIF es completo, no hay espacio para otras configuraciones

Este es el primer resultado de optimalidad global para el 
potencial de Lennard Jones para n > 4.

Articulo aceptado en IEEE 3rd International Conference on 
Electronics, Control, Optimization and Computer Science 

(ICECOCS) Diciembre 1-2, 2022. 

Resultados (3)
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Dos artículos 24/40
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Problema de conjuntos de mínimo potencial

donde

elementos

Un grafo completo Kn representa al conjunto de n elementos, 
ya que sus aristas corresponden con todas las interacciones 
de pares de elementos que aportan al potencial.

Una estrategia es resolver los problemas creciendo o 
decreciendo el número de elementos 2,3,4,…,n, 

oLJ34, K34
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Características de los 
buenos clústeres
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Buen clúster mínimo local
Propiedades de clústeres de n partículas (n≥4):

1. G(lPTn,B(lPTn)) es un subgrafo conexo de Kn, i.e., los vértices de 
B(lPTn) son todos los vértices de lPTn

2. G(lPTn,B(lPTn)), 3 ≤ grado(vértices) ≤12

3. Punto estacionario bajo la función argumento de la minimización: 
lPTn=argMinPT(lPTn)

Malos clústeres 
No tienen estructura definida
Los vértices de B(lPTn) no son todos los vértices 
de lPTn

Los grumos son grupos de partículas en el valle 
de equilibrio que están distantes de otros 
vecinos, o sea no interaccionan y no desaparecen 
por estar ligados fuertemente entre ellos
Potencial “grande”, con nula posibilidad de ser 
mínimo global
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Grafo en 3D que cumple la ecuación característica de Euler 
que relaciona la cardinalidad de los vértices, caras y aristas:

V + C = A + 2
Cubo: V=8, C=6, A=12 No se consideran subdivisiones de caras

V + C =  A + 2

1   = 1

1  +  2  = 3

28/40

Grafo G=(V,A) donde V es un conjunto finito de vértices (puntos 
(𝑥௜, 𝑦௜, 𝑧௜) en 3D) y A es un conjunto de ligas entre vértices.

Una cara (C) en 3D es una superficie de al menos 3 vértices coplanares.

Los buenos clústeres cumplen (V,B): B ⊂ A cuyas aristas tienen longitud 
en (0.7,1.3).

Ciencias Básicas
Núcleos para clasificación 
automática
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Ciencias Básicas
Familias de clústeres por su 
núcleo
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Ventajas de la geometría
• Identificación 

• Comparación

• Clasificación
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Ciencias BásicasPozos de potencial
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Matching

Minimización

Ciencias BásicasHistograma por núcleos de los posibles clústeres mínimos globales

MR 14%, LJ 14%, MO 20% MR 86%, LJ 86%, MO 80%

MR (rojo)
LJ (verde) 
MO (azul)

MR (rojo)
LJ (verde) 
MO (azul)

Las formas pentagonales (N7PBP, N13IR, N12IC y N13IC) son importantes 
y coinciden con la abundancia de los compuestos metálicos 
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Histograma por núcleos de los pozos de potencial: LJ, MR, MO, CM

Las formas pentagonales (N7PBP, N13IR, N12IC y N13IC) son importantes 
Con CM aparecen los N6OC y los N13CP 
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Cambios de núcleo LJ(206), MR(173), 
MO(290), CM(96)

CBR©
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Ciencias BásicasPosibles óptimos globales: LJ, MR, MO,CM

oCM2062
N13IR

oCM2063
N7PBP
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Ciencias BásicasPozos de potencial

37/27

Los posibles óptimos de 
3M y 4L aún no tienen 
espacios de búsqueda 
apropiados.

Predice un colapso, las partículas se ubican en la zona de  
rechazo y adquieren tienen potencial positivo

Ciencias Básicas

o4L2060

Núcleo 1era. capa

Capa exterior

4L(2060) =-397037.9604

Heurística: las capas de partículas se 
determinan por el peso de su potencial 
positivo 
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o3M2060

Núcleo
1era. capa

Capa exterior

3M(2060) =-34918.2684

Heurística: las capas de partículas se 
determinan por el peso de su potencial 
positivo 
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Conclusiones y agradecimientos
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¿Preguntas?
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