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Resumen: Con un método novedoso de resolucion para el clasico problema de decision de Satisfaccion Booleana
(SAT) formulado con clausulas CNF se describen algoritmos que permiten determinar cuando una formula pertenece al
lenguaje SAT, o no pertenece, sin recurrir al dalgebra. El método se basa en la clase especial de problemas SAT, que
denominamos Simple SAT (SSAT). El resultado es un algoritmo numérico computable en la base binaria cuya
complejidad es lineal con respecto al numero de clausulas mas un proceso de datos sobre las soluciones parciales y
que esta acotado por a lo mas 2" ' iteraciones. Se presentan resultados teéricos de la conmutabilidad y de la
complejidad de los algoritmos similares o mejores a los del estado del arte para resolver SAT.
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Abstract: A set of algorithms with a novel method for solving the classical Boolean Satisfiability Decision problem
(SAT) formulated with CNF clauses. They are for determining when a formula belongs (or not) to the SAT's language
but without algebraic resolution. The method is based on the special class of SAT problems, that we call Simple SAT
(SSAT). The resulting algorithm is a numerical computable based on the binary number system whose complexity is
linear with respect to the number of clauses plus a process data on the partial solutions and it is bounded by at most
2! iterations. Theoretical results depicts that the computability and complexity of the main algorithm is similar or
better of the algorithms of the state of the art for solving SAT.
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1. Introduceion delo SSAT vy sus propiedades que son la base de los
algoritmos del articulo, La seccién 3 presenta en for-
El problema clisico de satisfaceion Booleana (SAT ™A detallada el algoritmo paralelo v los algoritmos que
por su nombre en inglés: Boolean zatisfiability problem) lo componen, junto con una explicacién de su disefio
es un problema estudiado v mencionado repetidamen- ¥ funcionamiento. La siguiente seccion 4 presenta los
te en la enorme literatura de la Ciencia de la Compu- resultados. Finalmente, la seceion 5 contiene las con-
tacion. En [CLRS90] se define como un problema de clusiones y trabajo futuro,
lengnajes, o sea en la determinacion de las fornmlas
que pertenecen al lenguaje SAT. Dehido a la equiva- 2
lencia entre formulaciones logicas y al crecimiento en  ~
la complejidad (se trata de un problema de la clase
NP), gran parte de la literatura del problema SAT se
reduce a formulaciones de cldusulas en forma normal
conjuntiva (CNF), por ejemplo: ¢y (24, 73, 72,2y, 2) =
(24 Vg VTs) A (T3 V22 VTy) A (T2 Vi, VTy). En este
articulo nos centramos en resolver problemas SAT en
C'NF. La estrategia de resolucion se basa en las pro-
piedades del problema especial SAT, que denominamos 7 0 S
Simple SAT (SSAT) donde las cldusalas de una férmm- lacion de bA’I Como 1‘" I)r«il)]olll;} de de«-m'ml similar a
la logica tienen combinaciones en verdad o negaciom la fnqnuluvinu [CLRS90]. I“ f,l(ﬂr‘ determinar cuando
de las mismas variables. Por ejemplo, oo(za, 1y 20) = P € b“\,T‘ donde el lenguaje SAT = {p |3z, = v, v; €
(2 V 23 VEo) A (Fa V21 VFo) s un SSAT(3,2) de 3 {U._l).: =0, . nAMMry,....20) =1} y ¢ se forma
ariables v 2 cldusulas. En este trabajo se presentan h;”“[ lfl,‘ ngl‘l;] : booleanas: )
las propiedades de SSAT para la formulacién de un al- 3 o (\,;l)?rllz]f;(,:“[(,),;,:?rnfc',' 'l'J—I)"'f,”(' V), ¥ (A). Co-
goritmo paralelo capaz de determinar para cualquier mo se trata la version CNF, los operadores si-
forunda o en CNF si ¢ € SAT, o uo, sin recurrir al entonces (=) v si-y-solo-si (<) se han omitido.

Teoria del dominio y trabajos
previos

Este articulo se basa en mis trabajos previos sohre
problemas la clase NP [Bar05,Bar10,Barls Barl6].

Los valores logicos se representan por : 0 (falso) o
1 (verdadero). De aqui en adelante, X = {0, 1} denota
el alfabeto de las cadenas binarias o de los mimeros
hinarios. Aqui en partieular, se ha tomado una formu-

algebra. 3. Y los paréntesis " (" " )" para formar cliusnlas 1ogi-
La signiente seccion presenta un breve mareo teéri- cas en la forma CONF, (Se ha restringido el uso de

co, hacia el estado del arte del problema SAT en for- los paréntesis para que no considerar anidamien-

mlacion CONF, En la subseceion 2.1 se presenta el mo- 1os).
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La restriceion a cliusulas CNF esta ampliamen-
te justificada por la equivalencia logica en la litera-
tura al respecto de los problemas NP Completos v
los algoritmos que puedan ser eficientes para resolver-
los [Pud98 ZMMMO1,ZM02, Tov84, Woe03,JW For09],
[Coobn,GSTS07].

La busqueda o el tratar de alcanzar la meta de crear
los algoritmos eficientes o el algoritmo eficiente para
resolver el problema SAT se plantea particularmente
en [ZM02]. Aqui se da un panorama de estrategias re-
lacionadas con el dlgebra booleana para lidiar con con
el erecimiento de las ramificaciones que se obtienen al
relacionar cliusulas y variables en busca de tautologias
o contradiceiones, al ir asignando valores a las variables
de las eliusulas o bien manejar las ramificaciones o los
drboles o grafos de alternativas mediante heuristicas
apropiadas que conduzean a una asignacion de valores
satisfactoria. En el trabajo [Pud98] anterior a [ZM02],
se menciona la aceleracion que se tendria con el uso de
la computacién cudntica para resolver SAT. Parafra-
seando como en el articulo [GSTS0T], es ficil constrair
ejemplos dificiles de resolver por los algoritmos del es-
tado del arte para SAT.

En este articulo usamos la notacién SAT(n,m) o
SAT(n, ) para denotar formulas en CNF, con n varia-
bles, m cldusulas o con un nimero () desconocido de
clausulas. Por ejemplo, @3 = (23 VT2 V xo) A (22 V
Ty Vxo)A(TaV 1y Vo) Alxz V To) es un SAT(4.4).
Ademas, se puede afirmar que @3 € SAT va que la
asignacion r3 =1, ra =1, 1 =0 ¥y 29 = 1 s una so-
lucion, Para verificar esto, se procede a sustituir valores
v a realizar el dlgebra correspondiente; p(1.1.0,1) =
(1VOVI)A(IV OV 1)A(OVOVI)A(LVO)=1.
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Figura 1. SAT(n, m) es un cireuito de compuertas logicas
V ¥ A en CNF. Es una eaja blanca para la evaluacién de
cualquier x € £"

Debido a que, no se tratan problemas de férmu-
las mal escritas, sino de formulas que funcionan, una
férmula ¢ sea SAT, o sea una formula CNF, se pue-
de interpretar v manejar como un cirenito electrénico
légico dado como se mmestra en la figura 1. Por ejemplo
mediante maltiplexores para una entrada de m lneas,
el gran A (v) se puede implementar para con cnalquier
direceién x € Sigma™, tal que es 1 siz = 1.,.1y
0 en otro caso. En forma andloga las clausulas pue-
den ser multiplexores tales sean 1 en enando alguna de
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sus variables coincide con el valor de su linea v 0 otro
caso. Esta interpretacion tiene como consecnencia que
el sistema de formulas de un problema SAT se inter-
prete como una funcion légica SAT(n,m) : £ — ¥
en un circuito enyo tiempo de evaluacion es el tiempo
en que se activan los multiplexores interconectados en
paralelo a sus respectivas lineas de datos de entrada
v a la salida del gran nmltiplexor (A), Mis importan-
te, esta suposicidn conlleva a que el costo de evalnar
SSAT(n,m)(z) con r € X" es O(k) v sin perdida de
generalidad, asmmir k = 1. Esta interpretacion cambia
que la parte de evaluacion de una férmula de problema
SAT no sea resultado de un programa (software) sino
que sea por medio de un cireuito eleetrénico (hardwa-
re). Es decir, en lugar de programar se construye un
circuito equivalente con el sistema de ecuaciones 16gi-
cas del problema dado. Este es una posihilidad para no
evaluar por software, va que la evaluacién por medio
de ciclos de una férmmla ¢ por un programa si bien es
polinomial (m * n), es a la larga costosa.

2.1. El problema especial de satisfaccién

Booleana, SSAT

El caso especial con el requisito adicional de que to-
das las clinsulas tengan el mismo nmimero de variables
légicas, se denota como SSAT(n, m). Por ejemplo, una
formula 0, =SSAT(3,2) es (zo V) Vg )A( T2V 21V &y).

Como ya es conocido, los valores que pueden to-
mar las n variables légicas del problema, corresponden
con todas las cadenas de X", o sea el espacio de los
mimeros binarios positivos [0,2" — 1]. El complemento
de una cadena binaria z € X, se denota como T y se
estima como el complemento digito a digito de x. Por
ejemplo, sea z = (010, entonees T = 101.

Por la estructura del sistema normal conjuntivo de
un problema SAT, usaremos cliusula o renglén para
referirnos a una cldusula particular, como si la estrue-
tura de la formula fuera parecida a un tablero.

Resolver SSAT(n, m), es trivial como se explica mas
adelante si lo hacemos corresponder con un tablero de
mimeros binarios y porqué se tienen los pardmetros n
(nimero de variables) v m (mimero de clausulas). Co-
mo por ejemplo, un SSAT(3,2) es (ra vV 21 V o) A
(TaV 2,V 2qg).

Se tiene una correspondencia entre las cliusulas de
un SSAT(n,m) v cadenas de X" como sigue. Dada
una clausula (z,_ V... V x4) se le hace correspon-
der variable a variable la cadena binaria b, ... bb,
donde

s { 0 siT,
"7 1 1 en otro caso.

Entonces a un SSAT(n, m) le corresponde un arre-
glo de eadenas binarias, que denominaremos tablero

b, yby,_a -+ bibg
by _ybr o<+ bibG
b by g - - - BYO
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Por ejemplo, dos tableros SSAT(1.2) v SSAT(2.4)
son:

ry|ro
o] [O]0
(1] [1]1
(0] [o]1
1[0
El tablero de SSAT(1.2) representa al sistema:
- g,g; que no tiene solucion. En forma similar el table-
ro de SSAT(2. 4) no tiene solucion, porqué corresponde
(71 VTo)
i . A(zy Virg)
con el sistema de formulas: A (2 V 20) que no tiene
A(zy VTg)

solueidn.

La propiedad que tienen en comin, la denomina-
mos tablero bloqueado. Se puede generalizar para cual-
quier nimero de variables v consiste en que todas las
cadenas binarias r € X" estdn bloqueadas por su ca-
dena complemento T,

Proposicion 1. Sea ¢ del tipo SSAT(n,2") con to-
das sus cldusulas diferentes. Entonees SSAT(n,2") no
tiene solucién, i.e., p €SAT.

Demaostracion. Como todas las elausulas son diferen-
tes, estas corresponden con todas las combinaciones de
cadenas binarias de X" . Por lo que x y su complemen-
to T se bloguean mutuwamente. O sea, se trata de un
tablero bloqueado.

Esta propiedad se puede heredar a un problema
SAT, en el sentido de detectar o identificar un subpro-
blema SSAT(n', m') bloqueado dentro de un SAT(n, -).

Proposicion 2. Dado una formula ¢ de ti-
po SAT(n,m). Si esta contiene un subproblema
SSAT(1,2') para un subconjunto de variables de ta-
mano | < n y con eldusulas diferentes. Entonces
¢ ¢8AT.

Demostracion. El subproblema SSAT(1.2') satisface la
proposicion 1. Y no se puede construir una asignacion
satisfactoria para @ con las n variables légicas.

Por otro lade, se tiene la signiente proposicién.

Proposicion 3. Pam cualquier formula o de tipo
SSAT(n.m) las condiciones a) m < 2" o b) m = 2"
con todas sus formulas diferentes, garantizan que a)
@ €SAT y b) o €SAT. La complejidad de la determi-
nacion de la pertenencia de ¢ a SAT bajo cualquiern
de las condiciones anteriores y los pardmetros n y m
es O(1).

Demostracion. Para a) ¢ € SAT ya que aun con
clausulas vepetidas, estas no eubren las cadenas de X,
Para b) por la proposicion 1. En ambos casos basta
responder i m < 2" o0 st m = 2" A con m clausulas
diferentes para determinar la pertenencia de o a SAT.
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Es importante notar una gran diferencia entre las
condiciones a) y h) de la proposicion 3 que es la supo-
sicién de clausulas diferentes. Cuando se tiene m < 2"
1o se requiere del conocimiento de saber que las elansu-
las son diferentes porque atin con férmulas duplicadas,
la hipitesis m < 2" significa que no se cubren todas las
combinaciones de . Del otro lado, b) (o la proposi-
ciém 1) si lo requiere porqué tener todas las clinsulas
diferentes es la justificacion necesaria para mm table-
ro blogueado, i.e., para abarcar las todas las cadenas
hinarias de X",

Otra consecnencia de la identificacién de las clausu-
las como cadenas hinarias de un tablero es que permite
formular como construir un problema SSAT para que
tenga como solueion un conjunto dado de cadenas hi-
narias o para que 1o tenga solucion.

Proposicion 4. Sean el mimero de variables ligicas,

1. Para construir un problema SSAT(2,2") sin solu-
cion, basta con que todas sus férmulas correspon-
dan con las diferentes combinaciones binarias de
: Ho R

2. Para construir un problema SSAT(2,2" — 1) con
una tinica solucién. Sin perdida de generalidad, sea
s € [0,2" —1] el mimero binario solucién, Entonces
el problemas SSAT(2.2" — 1) con s como asigna-
cion satisfactoria es el que tiene sus formulas en
correspondencia con {s} U {x € [0.2" — 1]|z #
SVT # s},

3. Para construir un problema SSAT(2,m) con un
congunto S # 0 de soluciones, Sin perdida de ge-
neralidad, sea , S C [0,2" — 1] el conjunto de
mimeros hinarios solucion. Entonces el problema
SSAT(2,m) con 8 como el conjunto de asignacio-
nes satisfactorias es el que tiene sus formulas en
correspondencia con {x € [0.2" — 1] |[{x # sVT #
s)lse S} U {xe S|T ¢ 8S).

Demostracidn. 1, El SSAT construido corresponde
con un tablero blogueado para las n variables l6gi-
cas.

2. Por construceidn s es la inica cadena de X" que
no esta bloqueada,

3. La seleccion de formulas del SSAT corresponden a
dos casos: 1) Las cadenas de X" gue no bloguean a
las cadenas del conjunto solucidn y 2) las cadenas
de la solucion que no se bloguean entre ellas.

Notablemente, cuando m < 27, con @ una férmula
SSAT, la respuesta de que ¢ €SAT 0 ¢ € SAT es inme-
diata con base en los pardmetros n v m. No se requiere
tener en concreto una asignacion de valores de X", va
que el valor de m da una condicién suficiente como lo
establece la condicién a) de la proposicidn 3.

3. Algoritmos para SAT

En adelante, las variables se identificaran como
conjuntos con sus subindices en orden decreciente,
ie, 2, 1,2, 2....,0, 25 Ademds, para el conjunto
X ={2, 1,-..: 2y, ¥q}; como en el articnlo [Barl0],
Prop. 4. se da una emumeracion para asignar un tnico

| JEE!

uiGv
o



nimero entero como identificacidn de cualquier sub-
conjunto de variables logicas de X, como signe:

Subconjunto de
variables logicas N
} w0

{0} Bl=(

{21} 2=(")+1
{zrxo} k=Y 00
{2,700} k=3, () +1

X 2 -1=323()

La funcion 1dSS : 2% — [0,2" — 1] dada por el si-

guiente algoritmo caleula la correspondencia entre un
subeonjunto de variables y sn mimero de identificacion.

Algoritmo 1 [Identificacidn de un SSAT

Entrada: x = {x4.....xy. 2} conjunto de variables
inderadas en [0,n] y en orden descendente.

Salida: ix: valor entero:

// miimero de identificacion en [0,2° — 1] para los in-
dices del conjunto x.

Memoria: base: entero; v, t: (k+1)-ada de valores en-
teros de indices interpretados como digitos de la base
numérica n con los valores {n—1.n—2,..,,1,0}

tr=0;
k=\|zl; // || eardinalidad de un conjunto.
gi k igual O entonces
salida: “iz";
regresar;
fin si
base = 0;
itera j = 0.k — 1 hacer
base = base + (7): // () coeficiente binomial
fin itera
construir v = {vg....,vg}: // conjunto de variables
con los menores indices en orden descendente de ta-
mano k+ |
mientras (indices(z) < (indices(v)) hacer.
t=1]
repite
t = incrementa(t, 1);
// inerementa en uno los indices de t como
un nimero en base n
si indices(t) diferentes y en orden
descendente entonces
sal del eiclo // t es un conjunto cuyos
indices son diferentes y en orden
descendente
fin si
hasta falso;
v=1
iz=dzx+1;
fin mientras // el ciclo termina cuando encuentra el
indice del conjunto dado
salida: "base +ix";

3 W
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regresar;

Algoritmo 2 Actualiza SSAT

Entrada: (SSAT: Lista objetos, rw: clausula).
Salida: SSAT: lista de objetos actualizada para el
SSAT con identificacion IdSS(r).

Cada SSAT(1dSS(r)) actualiza S : lista de soluciones,
donde S[0 : 2"*]: arreglo de enteros para una estruc-
tura doblemente encadenada, previous, next ; enteros;
Memoria: ct:=0 ; entero; first = 0: entero; last =
2" — 1! entero;

81 no existe SSAT(1dSS(rw)) entonces
crear objecto SSAT(IASS(rw))
fin si
con SSAT(1dSS(rw))
k = ecldusula a binario (rw);
st S[k|.previous # —1
o Slkl.nert # —1 entonces
SIS[E].previous) next = S[E].neat;
S|S[E]. next]. previous = S(E].previous;
si k = first entonces
first := S[k|.next;
fin st
si k = last entonces
last ;= S[k|.previous;
fin si
S[E].next = —1;
S[k].previous = —1:
cti=et+1;
fin si
st et =2" entonces
salida: * No hay solucion para el problema
dado SAT(n,m)
SSAT(1dSS(rw)) es un tablero blogueado.”;
detener todos los procesos, alto total:
fin si
fin con
regresar

Algoritmo 3 Resuelve p eSAT.

Entrada: n, o =SAT(n, ).

Salida: Mensaje y si es el caso regresa x tal que
@(n,-)(x) =1

Memoria: r: subconjunto de variables de X;
SSAT=nulo: Lista de objetos SSAT.

Mientras no(terminen_clausulas(SAT(n, ) ));
r = SAT(n,m).leer_cldusula;
algoritmo.2 Actualiza SSAT( SSAT,r).
fin mientras:
Con la lista SSAT
// %8 producto eruz y junta natural
determinar @ = <0 todos SSAT(1dSS(r)):
81 & =) entonces
salida: “El algoritmo 3 determina p ¢SAT.
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Las soluciones de los SSAT(1dSS(r))
son incompatibles.”
detener todos los procesos, alto total;
en otro caso
salida: *El algoritmo 3
confirma p €SAT.
& (s € O) es una asignacion satisfactoria.
Las soluciones de los SSAT(1dSS(r))
son compatibles,
detener todos los procesos, alto total:
fin con

fin st

El algoritmo siguiente es una versién del algoritmo
4 de [Barl5). Los candidatos son seleccionados aleato-
riamente v por una sola vez del espacio de bisqueda
[o,2" —1].

Algoritmo 4 Resuelve p €SAT, por exploracion
aleatoria de [0,2" — 1].

Entrada: n, p =SAT(n.-).

Salida: Mensaje y si es el caso s (s € [0,2" — 1]),
asignacion satisfactoria, @(n.-)(s) = 1.

Memoria: T[0 : 2"' — 1]=[0 : 2" — 1]: entero;
Mi=2" — 1: entero; rdm.a: entero.

salida: “El algoritmo § determina ¢ ¢ SAT,

después de explorar todo el espacio de bisqueda
[0,27]. 7

detener todos los procesos, alto total;

Las iteraciones del algoritmo anterior tienen como
limite superior O (2"'). Por la estructura del espa-
cio de biisqueda es posible bajar la cota de iteraciones,
dividiendo el espacio [0,2" — 1] en enatro. Los cuatro
candidatos a verificar serfan 00z, Olr v sus comple-
mentarios 11T y 107 con x € [0,2" 2 — 1] el niimera de
iteraciones maximo es 2" 2 pero el tiempo de iteracién
aumenta en un factor de dos por las enatro pruebas, en
Iugar de las dos que usa el algoritmo 4, Este algoritmo
puede terminar antes enando encuentra una asignacion
satisfactoria v no importa si las clinsulas se repiten o
estdn desordenadas o se trata de un problema SAT
enorme, i.e., m 3> 2". Para casos con m = 2" ! la
probabilidad de encontrar una asignacién es muy alta,
va que esto significa que hay representados en cliusu-
las la mitad de las posibilidades de X", Sin embargo
para casos extremos SSAT diseniados para tener una
sola o ninguna asignacion satisfactoria, la posibilidad
de encontrar la posible asignacion requiere tiempo ex-
ponencial v el caso sin asignacion satisfactoria requiere
las 2" ! iteraciones.

iterar i:=0 to 2" ' -2
si Tli] =i entonces
// Selecciin aleatoria rdm € [i +1,2" ' —1];
rdm = floor(rand() (Mi—i+1,5)) + (i +1);
// rand() numero aleatorio en (0,1);
// floor(x) menor entero de z
a = Tlrdm];
Tlrdm] = TTi]:
T(i] = a;
fin si
rdm = 0T'[i]; // Coneatenacion 0 y Tli]
st SAT(n,m)(rdm) = | entonces
salida: “El algorvitmo 4 confirma o €SAT,
rdm is una asignacion satisfactoria.”;
detener todos los procesos, alto total;
fin si
st SAT(n,m)(rdm) = | entonces
salida: “El algoritmo § confirma p €SAT.
rdm es una asignacion satisfactoria.”;
detener todos los procesos, alto total;
fin si
fin iterar
rdm = 0T[2" ' — 1]; // Concatenar 0 y T[2" ' — 1]
st SAT(n, m)(rdm)= 1 entonces
salida: “El algoritmo 4 confirma ¢ €SAT,
rdm is una asignacion satisfactoria.”:
detener todos los procesos, alto total;
fin s1 i
8t SAT(n,m)(rdm) = | entonces
salida: “El algoritme § confirma ¢ € SAT.
Tdm es una asignacidn satisfactoria.”;
detener todos los procesos, alto total:
fin si
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Algoritmo 5 Algoritmo Paralelo para SAT
Entrada: Formula ¢ en forma CNF de SAT de n va-
riables.

Salida: Determina si ¢ €SAT o no,

ejecuta en paralelo
algoritmo 3(n, ¢);
algoritmo {(n, p);
fin ejecuta

Son dos las ideas para implementar el algoritmo 5y
determinar cuando ¢ €SAT o no. Informacion detalla-
da en [Bar15,Bar16]. El algoritmo 4 es una bisqueda
sobre una permutacion 1inica y caleulada al vuelo del
espacio de soluciones [0,2" — 1]. El algoritmo 3 de-
pende de leer las clausulas de ¢ v determinar sus so-
luciones sin requerir realizar operaciones algebraicas,
sino una depuracion del espacio de hisqueda de cada
SSAT, guitando las cadenas binarias del complemente
de la traslacion binaria de cada cldusula en su respec-
tivo SSAT, Esto permite, al terminar de leer todas las
cldusulas de ¢, tener las soluciones de cada SSAT. Es
similar a un proceso de un parser de un compilador en
una sola pasada o lectura. Lo que se construve es el es-
pacio de soluciones de los SSAT que después se pueden
usar para determinar asignaciones satisfactorias para
SAT por medio de la operacién de datos x#. Se usa el
producto eruz y la junta natural (o # join) de Base de
Datos Relacionales en un operador que denominamos
operador cruz-junta ( x #), Supongamos dos conjuntos
de variables logicas r v v, sus respectivos SSAT y sus
soluciones SSAT(-).S:
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SSAT(IdSS(r)) x @ SSAT(1dSS(r')) =

1. sirn =0 entonces
SSAT(IdSS(r)).S » SSAT(IdSS(r")).S.

2. si rMNr’ # 0 y hay valores comunes entre
SSAT(1dSS(r)).S and SSAT(IdSS(1")).S
para las variables en r M7’ entonces
SSAT(1dSS(r)).8 0, SSAT(1dSS(1")).8

3. sirn e’ # 0 y no hay valores comunes entre
SSAT(IdSS(r)).S v SSAT(1dSS(1')).8
para las variables en v N ¢’ entonces {.

En los ecasos 1) y 2) SSAT(/dSS(r) ¥
SSAT(1dSS(r") son compatibles, En el caso 3) son
incompatibles, no hay una asignacion satisfactoria pa-
ra ambos.

Un ejemplo del caso 1), es o5 =SAT(4.5) dado por
(23 VT2)A(xa Vo) A(T3Vxa) A(T1 VTo) A (21 Viro).
Se obtiene un SSAT(2,3) de las tres primeras clausu-
las de 5, cuva solueion es x3 = 1,22 = 1, Se obtiene
SSAT(2,2) de las dos tltimas clausulas de @s, euyas
son soluciones son {(ry,20)| (0,1) v (1,0)}. Enton-
ces las soluciones de @5 son {(1,1)} x {(0.1),(1,0)}
= ((1'311'?111':0) ' (l' 1,0, 1) v (ls 11 lio)}’

Un ejemplo del caso 2), wg =SAT(4,5) da-
do por (1'3 VI:) A (I3 VTQ) A (Ig V 12) A (1'3 Vv
TV Io) A (Iz Vxy Vrn). Un SSAT(2,3) se obtie-
ne de las tres primeras cliusulas de @5, cuya solu-
cion es {(xy.x2)|(0,0)}. Un SSAT(3,2) corresponde
con las dos tltimas cldusulas de pg, cuyas soluciones
son {(zg.2y.20) | (1,0,0)V (1,0, 1)V(1,1,0)v(1,1,1)V
(0,0,0)v(0,1,1)}. Entonces pg € SAT, porqué existen
asignaciones satisfactorias para el valor comin 0 de la
variable en commin rs. Las asignaciones satisfactorias
son {(xg, 22, 2y.20) | (0.0,0,0) v (0,0.1.1)}.

Un ejemplo del caso 3), es ¢ =SAT(4,7) dado por
(xaVT)A(TaVT2) A(TaVa) A(xa VT VT) A (2 V
Ty Vao)A(22 Vo VTo) A (xa Vg Vire). Se obtiene un
SSAT(2.3) de las tres primeras cliusulas de @7, cuya
salucicn es{(xs, z2) [ (0,0)}. Un SSAT(3, 4) correspon-
de con las 1ltimas cuatro clausulas de @, euvas solu-
ciones son {(.24,70) |(1,0,0) V (1,0,1) V (1,1,0) v
(1,1.1)}). Entonces - & SAT, porqué no es posible
constriir asignaciones satisfactorias, va que no hay un
valor conmin para la variable conmin 5.

4. Resultados

El titulo del articulo indica que no se usa algebra
para resolver problemas SAT, pero otro aspecto impor-
tante es notar que esto conduce a una mayor comple-
jidad en la resolucion de un SAT.

Proposiciéon 5. Sea F una farmula légica y v una
variable logica, la cual no aparece en I, Entonces

(Fvu)
A(FVT)

Demostracion. El resultado se tiene por las leyes de
factorizacion y distribucion del dlgebra Booleana para
(F)=(FA(vvT).
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La proposiciim anterior permite la transforma-
cién reciproca entre SAT y SSAT. Por ejemplo, un
SAT(4.2) es

(23 VT2 V xg)
A (X2 V #1 V To).

Se transforma en un SSAT(4,4) aplicando la pro-
posicion anterior en:

(xa VT2V 11 V 20)
A(zzsVTaV TV o)
A (13 Vieg V iy Vfo)
A (Ty Vea V 2y V Tp).

Ambos son equivalentes y tienen el mismo conjunto
de soluciones pero su transformacion de uno en el otro
como forma de resolucién es mas costosa que la simple
lectura de sus clausulas.

Por inspeccion del SAT(4, 2), las asignaciones que
lo satisfacen requieren que 3 = 1 y 2y = 1 y las
asignaciones de las otras variables no importan. Por
otro lado las asignaciones satisfactorias del equivalente
SSAT(4.4) son {1010, 1011,1110, 1111} que justamen-
te fijan los valores de las variables 24 = 1 y 2y = L.

El realizar procesos algebraicos, como en el ejemplo
anterior, muestra que se requiere de distribuir o facto-
rizar, pero esto significa encontrar las partes comunes,
ordenar las férmulas v buscar términos comunes entre
las m ecuaciones v las n variables. La revision del es-
tado del arte de los algoritmos para SAT muestran es-
trategias mas complicadas, uso de grafos, ramificacion
v regreso a estado anterior (backtracking). Lo enal sig-
nifica muchas mds operaciones que la simple lectura de
las clausulas del problema.

Proposicién 6. Sea p =SAT(n,-), una formula CNF
con n variables (n 3 0) y con un nimero muy grande
y desconocido de clausulas (> 2" ). Entonces el algo-
ritmo 5 determina y estima una asignacion satisfac-
toria en un mdrimo de tiempo entre O(|p| + | x 0) y
o@21).

Demostracion. Suponiendo suficiente tiempo y memo-
ria para ejecutar el algovitme 35, esie llama a los al-
goritmos 3 y 4. Los cuales se ejecutan en paralelo e
independientemente,

El algoritmo 3 ejecuta el algoritmo 2 para ca-
da eldusula r y este actualiza la informacion del co-
rrespondiente SSAT(IASS(r)). Durante la lectura de
las clausulas de p puede ocurvir la deteccion de un
SSAT(IdSS(r)) que corresponda con un tablero blo-
queado y por tanto se terminan todo los procesos,
ya que no hay asignacion satisfactoria para ¢ (o sea
@ & SAT). Al terminar de leer todas las clausulas
de ¢ sus correspondiente SSAT(1dSS(r)) estan actua-
lizados y se tienen sus soluciones en la lsita de los
SSAT(IdSS(r)).S Con estas soluciones se determina
el conjunto © de soluciones de ¢ por medio de la ope-
racion x 0. Los SSAT(1dSS(r)) de la lista SSAT que
no tienen variables en comiin unen sus soluciones por
el producto cruz y los SSATSSAT(1dSS(r)) que tienen
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variables en comiin, peqan sus resultados sobre los va-
loves comunes de sus soluciones, Si @ = 0 entonces
¢ €SAT, ya que las soluciones de los SSAT(1dSS(r))
son incompatibles. De otra forma, ¢ €SAT, ya que © #
0 y cualquier s € @ es una asignacion satisfactoria pa-
ra . No es necesario caleular todas las soluciones con
el operador x theta, solo se requiere crear una asigna-
cion satisfactoria o comprobar que las soluciones de los
SSAT son incompatibles.

Por otra parte, el algoritmo § va tomando alea-
toriamente dos candidatos del espacio de bisqueda
[0,27~' — 1], Por ejemplo x = OT[k] and F). Si al-
quno es una asignacion satisfactoria por evaluacion
directa de @ como funcidn en un cirteuito (ver fiqu-
ra 1), entonces se tiene o €SAT, x 0T es una asigna-
cion satisfactoria y todos los procesos se detienen. De
otra forma, después de verificar que todos los elemen-
tos de [0,2" — 1] no son satisfactorios, se comprueba
que ¢ ESAT.

Finalmente, ambos algoritmos 3 y { tienen limites
en sus iteraciones, el primero el mimero de cldusulas
de ¢ mas el tiempo que se tarda el operador = 0 y el
sequndo la exploracidn de [0.2" ' —1]. El algoritmo 4,
puede terminar si encuentra una asignacién satisfac-
toria, pero sino, lo limita 2" ' que es el mimero de
candidatos tomados de dos en dos de [0,2" — 1], aiin
si la formula tuviera una enorme cantidad de cléusulas
>,

Una formmlacién muy difundida de problemas SAT
es r,&-SAT, donde r es el nmimero de variables por
clausula v s el mimero de veces que a lo més se re-
pite una variable (afirmada o negada en las cliusulas).

Cualguiera de los r, I-SAT o r,2-SAT o r,r-
SAT es resuelto por el algoritmo 5 con tiempo me-
nor o similar a los algoritmos del estado del arte
[Pud98,ZMMMO01,ZM02, Tov84]. Note que se ha con-
siderado que O(x #YSSAT(IV(r)) es estimado por
estrategias de terminacion rdapida para la construc-
cion de una asignacion satisfactoria. Por ejemiplo, pa-
ra r, 1-SAT se tiene . IV(r) = @ y una solucién
es el primer conjunto de valores del producto eruz
(SSAT(IV(r))), La complejidad es similar para r,2-
SAT. Pero en este caso hay que construir una junta
natural. Se tiene también, que los r, r-SAT se pueden
resolver con el algoritmo 5. La conjetura 2.5 del articu-
lo [Tov84] establece: If s < 271 — 1, then every ins-
tance r, s-SAT is satisfiable. Si bien una demostracién
estd fuera del alcance de este articulo, el algoritmo 5
puede ser usado para explorar instancias de casos muy
complicados de esta conjetura.

5. Conclusiones y trabajos futuros

El resultado principal que se presenta es la deter-
minacion de cuando ¢ € SAT o ¢ € SAT en no més
de 27! jteraciones v sin nsar dlgebra o estrategias con
costo mayor a la lectura de las cldusulas de p. Pa-
ra determinar una asignacién satisfactoria, no siempre
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se necesita la construecion de un candidato particular,
hastan los pardmetros n v m para problemas SSAT, Se
sugiere que el operador x @ use una estrategia de cor-
to circuito para determinar la compatibilidad de los
SSAT. Bajo las condiciones anteriores la complejidad
es lineal respecto del mimero de eldusulas (m), que pue-
de ser un parametro opeional, Los problemas dificiles
que se pueden plantear del tipo r, «-SAT pueden tener
variables que aparecen s = 2° ! — | (conjetura 2.5 del
articulo [Tovsd]) lo enal conduce a problemas donde
el mimero de las cliusulas es enorme y posiblemente
se tenga m > 2", Bajo las suposiciones de suficiente
tiempo y espacio de memoria, enalguier instancia de
un problema SAT en CNF puede ser resuelto por el
algorimto 5,

Las nuevas téenicas del artieulo se puede extender
para los casos de instancias SAT con los operadores
= v < v uso de paréntesis anidados, Basicamente el
proceso que plantea el algoritmo propuesto es como un
compilador lineal que va leyendo las elinsulas y cons-
truyendo el espacio de soluciones de los subproblemas
SSAT asociados a las clausulas, si no se logra una con-
tradiceion (o sea un tablero blogueado de algin SSAT),
con el espacio de las asignaciones satisfactorias y el
operador x # se determina la compatibilidad o incom-
patibilidad de los subproblemas SSAT que componen
la féormula SAT ¢ dada. EL caso particular de SSAT
se describe en mayor detalle en [Barl5,Bar16].

Los algoritmos presentados son realizables v pue-
den resolver casos muy dificiles con requerimientos de
memoria y velocidad de ejecucién muy altos, por lo
que su implementacion, asi como la construceion de
problemas usando la proposicién 4 o las sugerencias
de [GSTS07| requieren y demandan computadoras de
computo intensivo numeérico, supercomputadoras, no-
vedosos sistemas hibridos hardware-software y que se
contimien las investigaciones de la computacion cudnti-
ca.

REFERENCIAS

[Bar0s) Carlos Barrén-Romero. Minimum search space
and efficient methods for structural cluster op-
timization. arXw. Math-ph:0504030-v4. 2005,
Carlos Barrén-Romero. The Complexity of
the NP-Class. arXiv, arxiv.org/abs/ 1006.2218,
2010,

Carlos Barron-Romero. Classical and Quan-
tum Algorithms for the Boolean Satisfiability
Problem. ArXiv e-prints, October, 2015.
Carlos Barrén-Romero. Lower hound for the
complexity of the boolean satisfiability pro-
blem. ArXiv e-prints, February, 2016.
Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ro-
nald L. Rivest, and Clifford Stein. Introduction
to Algorithms. MIT Press, 1990,

Stephen 2 THE P
VERSUS NP PROBLEM.
http:/ /wwnw. claymath. ory/sites /default /files /
Lance Fortnow. The Status of the P Versus NP
Problem. Commun. ACM, 52(9):78-86, Sep-
tember 2000,

[Bar10]
[Barts)
[Bar16]
[CLRS00]

[Cooto)

[For00)

M 37

uiGv
o



[GSTS07] Dan Gutfreund, Ronen Shaltiel, and Amnon [Woe03)

W]

[Pudos]

[Tovs4]

33

uav |

Ta-Shma. If NP Languages Are Hard on the
Worst-Case, Then It is Easy to Find Their
Hard Instances. Comput. Complez., 16(4):412-
441, December 2007.

Gerhard J Woeginger. The P-versus-NP pa-
ge, http://www.win.tue.nl/ gwoegi/P-versus-
NP.htm.

Pavel Pudlik. Mathematical Foundations of
Computer Science 1998: 23rd International
Symposium, MFCS'95 Brno, Czech Republic,
August 24 28, 1998 Proceedings, chapter Satis-
fiability — Algorithms and Logic. pages 129
141. Springer Berlin Heidelberg, Berlin, Hei-
delberg, 1998,

Craig A. Tovey. A simplified np-complete satis-
fiability problem. Discrete Applied Mathema-
tics, 8(1):85 - 8O, 1984,

[ZM02)

Gerhard J. Woeginger. Exact algorithms for
np-hard problems: A survey. Combinatorial
Optimization - Eureka, You Shrink!, LNCS, pa-
ges 185 207, 2003.

Lintao Zhang and Sharad Malik. Computer At-
ded Verification: 1§th International Conferen-
ce, CAV 2002 Coperhagen, Denmark, July 27
31, 2002 Proceedings. chapter The Quest for
Efficient Boolean Satisfiability Solvers, pages
17-36. Springer Berlin Heidelberg, Berlin, Hei-
delberg, 2002

[ZMMMOo1] Lintao Zhang, Conor F. Madigan, Matthew H.

Moskewicz, and Sharad Malik. Efficient conflict
driven learning in a boolean satisfiability sol-
ver. In Proceedings of the 2001 IEEE/ACM In-
ternational Conference on Computer-aided De-
sign, ICCAD 01, pages 279 285, Piscataway,
NI, USA, 2001. IEEE Press.

COMTEL 2016

VIII Congreso Internacional de Computacién y Telecomunicaciones



