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Citas

Robert A. Heinlein
Grok significa entender tan profundamente que el observador se vuelve una parte de lo
observado; mezclar, combinar, casar, perder su identidad en la experiencia de grupo.

Lee Krasner
Yo mezclo lo que [lamo lo organico con lo que llamo lo abstracto, que es o que estas
llamando lo geométrico.

Edward Norton Lorenz
Vemos que cada superficie es en realidad un par de superficies, de modo que, donde
parecen mezclarse, en realidad hay cuatro superficies.
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Ordenamiento interno

AV
Definicion

Problema abstracto

Dado un arreglo A con n elementos, se desea reacomodar sus elementos de modo que
Ag <A< S A

Problema concreto

Dado un arreglo int a[MAX] con int n elementos en las posiciones a[@],

., aln-1]se
desea reacomodar sus elementos de modo que a[@] <= a[1] <= .

<= aln-11.

o = =
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Ordenamiento interno

Un problema, mil soluciones

El problema de ordenamiento interno es uno de los mas estudiados en la computacion y
para el que se conocen muchos algoritmos. Algunos son:

» Ordenamiento por cuenta (Counting sort).
Ordenamiento de burbuja (Bubble sort).
Ordenamiento por insercion (Insertion sort).
Ordenamiento por mezcla (Merge sort).
Ordenamiento por seleccion (Selection sort).
Ordenamiento por particion (Quicksort).

Ordenamiento por arbol (Tree sort).

VVvVYyVvVYvVYyYVvVyYy

Ordenamiento por monticulo (Heapsort).
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Insercion directa
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Idea: Inserta cada elemento en su lugar
Ejemplo
31 4 1 5 9 2 6 5 3 5

8 9 7 9 3
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Insercion directa

Idea: Inserta cada elemento en su lugar

AN\ L LA L L AL LA L LA\ LL
Ejemplo

(SIS
O ©
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o o
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INO\U AV 559\ \TAV ¥ 557\, \ AV 4
Insercion directa

AN L L AN L LA L LSANANL LA LL
Idea: Inserta cada elemento en su lugar
Ejemplo
31 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3
31415 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3
1T 3 4 15 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3
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Insercion directa
Idea: Inserta cada elemento en su lugar

Ejemplo

- e D W
W W =
N N NN
— o — —)
o1 o1 o1 G
O O O O
N N NN
A O O O
o1 o1 01 U1
w w w Ww
o1 o1 U1 G
o 0 o0 o
O O O O
NN
O O O O
w w w Ww
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Insercion directa
Idea: Inserta cada elemento en su lugar

Ejemplo

- o o O WO
- N W = =
[TV NN
_ e a a a
(SIS B S) BN E) e,
O O O O O
N NN DNNDN
A O O O O
g1 o g1 U1 Gl
w W w W w
g1 o1 g1 U1 Gl
0 0 & &0
O O O O O
NN N
O O O O O
w W w W w

=} F = = E DA
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Insercion directa
Idea: Inserta cada elemento en su lugar

Ejemplo

- ol o o O W
- el 0N = =
w Ww s &5 b Db
L e
[N NS, B, NS, BN |
O O O VO OV O
N NN DNDNMNDN
AN O O O O O
g1 o1 o1 1 o1 U1
w W W w w w
g1 o1 o1 1 o1 U1
o 0 00 0 0 &
O O VO VOV O O
NN
O O VO VO OV O
w W W w w w

=} F = = E DA
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Insercion directa
Idea: Inserta cada elemento en su lugar

Ejemplo

R S R S S I V)
— o e DWW
W wwsE & D
AR a A
g1 U1 o1 g g g1 G
O O O VOV WV O O
N NN NDNDNDN
(o) Wie) Wi e) S e) Ne) e o
Q1 o1 U1 g1 O U1 Gl
W W W w w w w
o1 o1 o1 o1 O 01 U1
0 0 0 &0 0 OO0 oo
O O O O OV VO O
NN NN
O O O O OV VO O
W W W w w w Ww
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Insercion directa
Idea: Inserta cada elemento en su lugar

Ejemplo

L R e e R e N “C B OF)
— o el DWW
- JS) RS NG, &, S, INE) NS |
g1 © © OV OV OV OV O
O NN DNDNNDNDDN
AN O O O O O O OO
ol o1 o1 U1 g1 O U1 Gl
W W W w w w w Ww
ol o1 o1 U1 O O U1 Gl
0 0 0 0 0 OO OO0 o0
O O O OV OV VOV VO O
NN N N N N
O O O OV OV VOV VO O
W W W w w w w Ww
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[ e e
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Insercion directa
Idea: Inserta cada elemento en su lugar

Ejemplo

e Y e L A S B oS
— o o o el )W
NN W WWHsE &S D
W WA AR g
NGNS IS S, IS, TS, IS, IS |
Ul U1 © O O © VvV OV \©
A0 NN RNNNNN
O NN OO OO
(SIS, IS, BN, NS, TS, WIS, BNS, BS) |
W W W W W w W w w
(SIS, IS, BNS, NS, TS, WIS, BNS, BNS) |
o 0 0 00 0 O O 0O &
O O VO VvV OV OV Vv © ©
NN N NN NN
O O VO VvV LV OV Vv © ©
W W W W W w w w w
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Insercion directa
Idea: Inserta cada elemento en su lugar

Ejemplo

o o o o o o el OO0 QO
o o o o ol )W
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Insercion directa
Idea: Inserta cada elemento en su lugar

Ejemplo

T S G e (e N SO IOV
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N NDNNWWW-LSELE S~ D
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Insercion directa

\VAY,
AV

\
Implementacion de la inserciéon de un elemento

AONINLLAXNAINLLEANINLL AN LL

ShONAINL L
Tenemos un arreglo ordenado a[0] <= a[1] <= ...
insertar alj] en su lugar, el cual se encuentra buscando de atras para adelante.
void inserta(int j,

int t =

<= a[j-1] en el que queremos
int al[]) {
aljl;
for (int i = j-1; i >= 0 && al[i]l > t;
ali+1] = al[il;
ali+1] = t;
b

1=
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Insercion directa

INL\YAV A
Implementacion iterativa

AL LA L L DN L LA LL

for (int j = 1;

int al[]) {
j < n;

J+t)

Insertamos los elementos al1], ..., aln-1] en ese orden en su lugar.
void insercion(int n,

inserta(j,

3

a);
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Insercion directa

Implementacion iterativa

Insertamos los elementos a[1], ..., aln-1] en ese orden en su lugar.
void insercion(int n, int al[]) {
for (int j = 1; j < n; j++)
inserta(j, a);

Cantidad de comparaciones

La llamada a inserta(j, a) hace a lo mucho j comparaciones. En total se hacen a lo
mucho 142+ -+ (n—1) = 7n(n — 1) &~ 1n? comparaciones.
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Insercion directa

AV
Implementacion recursiva

AN\ L LA L L AL LA L LA\ LL

inserta el elemento a[n-1] en su lugar. Nota que si n = 1 no se hace nada (caso base).
int all) {
if (n > 1) {
insercion(n-1, a);
inserta(n-1, a);
b

Se ordenan recursivamente con insercion directa los primeros n — 1 elementos y luego se
void insercion(int n,
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Insercion directa

Implementacion recursiva

Se ordenan recursivamente con insercion directa los primeros n — 1 elementos y luego se
inserta el elemento a[n-1] en su lugar. Nota que si n = 1 no se hace nada (caso base).

void insercion(int n, int a[]) {
if (n > 1) {
insercion(n-1, a);
inserta(n-1, a);
}
3

Cantidad de comparaciones
Si insercion(n, a) hace T(n) comparaciones, entonces T(n) < T(n— 1) + (n— 1) si

n>1yT(1)=0.Entotalson < (n—1)+---4+1= %n(n 1) &~ 2n? comparaciones.

1
2
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Insercion directa
Ejercicios

Reescribe insercion para que ordene decrecientemente.

[~ |

Reescribe insercion para que inicie con el dGltimo elemento.

Reescribe insercion como dos ciclos anidados.

[~ |

;Cuantas veces se lee del arreglo a?

]

;Cuantas veces se escribe en el arreglo a?

Considere la secuencia hy = 1, hj;1 = 3h; + 1 para i > 0y considere la minima k
tal que hy11 > n. Aplique el ordenamiento por insercién varias veces, considerando
en cada vez elementos a distancia hy, . .., hy. A este algoritmo se le conoce como
ordenamiento de Shell (Shellsort).
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Ordenamiento por mezcla
Idea: Ordena cada mitad del arreglo e intercala sus elementos

Ejemplo

314 15 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3
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Ordenamiento por mezcla
Idea: Ordena cada mitad del arreglo e intercala sus elementos

Ejemplo

5 8 9 7 9 3

=
(G2}
O O
N N
A O

()]

w
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Ordenamiento por mezcla
Idea: Ordena cada mitad del arreglo e intercala sus elementos

Ejemplo
3 1.4 15 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3
31 4 1 5 9 2 6
AP
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Ordenamiento por mezcla
Idea: Ordena cada mitad del arreglo e intercala sus elementos

Ejemplo
3 1.4 15 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3
31 4 1 5 9 2 6
AP
1 1 2 3 4 5 6 9
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Ordenamiento por mezcla
Idea: Ordena cada mitad del arreglo e intercala sus elementos

Ejemplo
3 1.4 15 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3
31 4 1 5 9 2 6
AP
1 1 2 3 4 5 6 9

53 58 9 7 9 3
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Ordenamiento por mezcla
Idea: Ordena cada mitad del arreglo e intercala sus elementos

Ejemplo
3 1.4 15 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3
31 4 1 5 9 2 6
AP
1 1 2 3 4 5 6 9
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Ordenamiento por mezcla
Idea: Ordena cada mitad del arreglo e intercala sus elementos

Ejemplo
3 1.4 15 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3
31 4 1 5 9 2 6
AP
1 1 2 3 4 5 6 9
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Ordenamiento por mezcla
Idea: Ordena cada mitad del arreglo e intercala sus elementos

Ejemplo
31 4 15 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3
3 1 4 15 9 2 6
il

11 2 3 45 6 9

53 58 9 7 9 3
ool 7

33 55 7 8 9 9

11 2 3 3 3 4555 6 7 8 9 9 9
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Ordenamiento por mezcla
Arbol de recursién

(0,15)
©.7) / \ (8,15)
(0,3) (4,7) (8,11) (12,15)
VRN VRN VRN AN
(0, 1) (2,3) (4,5) (6,7) (8,9) (10, 11) (12,13) (14,15)

/N /NN /N

(1,1 (22 (3.3) (44) (55) (66) (7,7) (8.8 (9,9) (10,10) (11,11) (12,12) (13,13) (14,14) (15,15)
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Ordenamiento por mezcla

Implementacion de la intercalacion de dos mitades ordenadas

La primera mitad esta de ali] a a[m] y la segunda mitad esta de a[m+1] a a[j].
void intercala(int i, int m, int j, int a[]) {
intp:i’q=m+1, r:j_;
while (p <= m && q <= j) // mientras haya dos mitades

if (alpl <= alql) // menor en la primera mitad
b[r++] = alp++]; // b es un arreglo adicional
else // menor en la segunda mitad
blr++] = alq++];
while (p <= m) // resto de la primera mitad

blr++] = alp++];

for (p = i; p < r; p++) // regresa todo al arreglo a
alp] blpl;

o = = = =

va
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Ordenamiento por mezcla

Implementacion recursiva

Esta funcion debera llamarse inicialmente como mezcla(@, n-1, a). No se debe olvidar
que intercala requiere un arreglo adicional b del mismo tamano que a.

void mezcla(int i, int j, int a[]) {

if (i < j§) { // dos o mas elementos
int m = i+(j-i)/2; // calcula punto medio
mezcla(i, m, a); // ordena primera mitad
mezcla(m+1, j, a); // ordena segunda mitad

intercala(i, m, j, a); // intercala las dos mitades

u]
@
1
w
it
<

Algoritmos y estructuras de datos Ordenamiento por mezcla

Francisco Zaragoza UAM Azcapotzalco 13/17



INS\VAVE BN\ AVE BT\ \G AV 57\ \GAV I 8\ \GAV I 89\ \G AV 59 \&\GAV I 59 \S\G AV &
Ordenamiento por mezcla
Cantidad de comparaciones

Comparaciones de la union

Con un vector de tamano n, intercala hace < n — 1 comparaciones.
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Ordenamiento por mezcla
Cantidad de comparaciones

Comparaciones de la union

Con un vector de tamano n, intercala hace < n — 1 comparaciones.

Comparaciones de ordenamiento por mezcla

Si T(n) es la cantidad de comparaciones que hace mezcla con un vector de tamafio n,
entonces T(1) =0y T(n) <2T(n/2)+(n—1)sin> 1.

o = = = T 9ae
Francisco Zaragoza UAM Azcapotzalco 14/17
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Ordenamiento por mezcla

Cantidad de comparaciones

Comparaciones de la union

Con un vector de tamano n, intercala hace < n — 1 comparaciones.

Comparaciones de ordenamiento por mezcla

Si T(n) es la cantidad de comparaciones que hace mezcla con un vector de tamafio n,
entonces T(1) =0y T(n) <2T(n/2) 4+ (n—1)sin> 1.

Calculando T(n) para las potencias de 2

T(2") < 21(2)+(2-1) =1 = 0-2'+1
T(2%) < 212"+ (4—-1) = 5 = 1-22+41
T(2}) < 2T(2>)+(8—1) = 17 = 2-2°+1
T(2Y) < 2T(2)+(16—1) = 49 = 3-2°+1.
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Ordenamiento por mezcla
Calculando T(n) para las potencias de 2

Demostremos por induccién en k > 0 que T(2%) < (k — 1)2% 4 1.
H Para k = 0 se cumple pues 0 = T(2°) < (0 —1)2° + 1 =0.
Supongamos que para alguna k > 0 se cumple T(2%) < (k — 1)2% + 1.

Entonces para k + 1 tenemos que:

T2 2T(2%) + 2%+' — 1 (formula recursiva)
2[(k — 1)2% 4 1] 4+ 2¥F" — 1 (hipotesis)
= (k—1)2"" 4242k g

= kokt1 41,

<
<

Esto es lo que queriamos demostrar.

Es decir, si n = 2%, entonces T(n) ~ nlog, n.
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Ordenamiento por mezcla

Comparacion con otros algoritmos de ordenamiento

Uso de memoria y cantidad de comparaciones

Propiedad Burbuja | Insercion | Mezcla
Memoria n n 2n
. T2 T2
Comparaciones >N i nlog, n
Tiempo de ejecucion (1 ns por comparacion)
n | Burbuja | Insercion | Mezcla

10® | 0.5ms 0.5ms | 0.01 ms
10* | 50 ms 50 ms 0.1ms
10° 5s 5s 1ms
10° | 500 500 s 20 ms

o F = E E DA
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Ordenamiento por mezcla
Ejercicios

H Escribe una funcién recursiva int minimo(int i, int j, int a[l) que encuentre el
minimo de (aj, .. ., aj) usando la siguiente idea: Si i = j entonces el minimo es a;.

De lo contrario, calcula m = | /] y resuelve recursivamente para (aj, . . . , am) y
(amt1, - - -, 4aj). ;Qué debes hacer con las respuestas de las llamadas recursivas?

Vuelve a hacerlo para ahora encontrar el maximo de (a;, . . ., a;).
Vuelve a hacerlo para ahora encontrar simultaneamente el minimo y el maximo de

(a,', ceey aj).
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