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Citas

Tony Hoare

Demos crédito a los disefiadores de Algol 60 que incluyeron la recursion en su lenguaje y
me permitieron describir mi invento elegantemente al mundo.

Scott Alexander
“Lo sé”, dije yo. “Yo sé que sabes”, dijo ella, “pero no sabia que tu sabias que yo sabia que
tu sabias y ahora lo sé”.

Real Academia Espanola

Recursion: Recursividad. Recursividad: Cualidad de recursivo. Recursivo: (1) Sujeto a
reglas o pautas recurrentes. (2) Proceso que se aplica de nuevo al resultado de haberlo
aplicado previamente. (3) Estructura que puede contener como constituyente otra del
mismo tipo. Recurrente: Que recurre. Recurrir: Volver al lugar de donde salié.
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Recursion

La recursion es un método en el cual la solucién a un problema se alcanza resolviendo
primero instancias mas pequefias del mismo (caso recursivo) hasta que sean tan
pequenas que se puedan resolver directamente (caso base).
Ejemplo

H Calculo del factorial.

Calculo de potencias.

Maximo comun divisor.

Ndmeros de Fibonacci.

El juego de Nim.

La recursion es una de las ideas centrales de la computacion.
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Calculo del factorial
Definiciones

Iterativa
Usualmente se define f(n) = n! como el producto 1-2---(n—1) - n.

Recursiva

Si nos damos cuenta que la primera parte de ese productoes f(n—1)=1-2---(n— 1),
entonces también podemos definir el factorial recursivamente de esta manera:

F(n) = { 1 si n = 0 (caso base)

n-f(n—1) sin> 0(caso recursivo)
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Calculo del factorial
Ejemplo y arbol de recursion

fB3) = 3-f(2) f(3)=3-1(2) 3
-2-f(1)

-1-£(0)
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Calculo del factorial
Ejemplo y arbol de recursion

fB3) = 3-£(2) £(3) =3-£(2) 3
= 3.2.£(1) l l
= 3-2-1-£(0)

DN f£2) =2-£(1) 2
= 3:2-1
= 3:2
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Calculo del factorial
Ejemplo y arbol de recursion

) = 3£() f3)=3£(2)
2 £() |

1-£(0)
o £2) =2- (1)
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Calculo del factorial
Ejemplo y arbol de recursion

) = 350) £3)=3-£) 3
2:£(1)

.2.1.f(0) 4 4
.2.1-1 f(2)=2-£(1) 2

.21
2 f(1) =1-£(0) !
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Calculo del factorial

Implementacion

VA
N/
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Usando la definiciéon recursiva

f(n):{1 sin=0

n-f(n—1) sin>0
llegamos a esta implementacion:

if (n == 0)

return 1;
else

int factorial(int n) {

return nxfactorial(n-1);
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Calculo del factorial

Ejercicios

;Cuantas llamadas recursivas hace factorial(n) en términos de n?

[~ |

(Cuantas multiplicaciones hace factorial(n) en términos de n?

=

Escribe una funcioén iterativa int factorial(int n).

[~

;Cuantas multiplicaciones hace tu funcién en términos de n?

]

Escribe funciones iterativa y recursiva int suma(int n) que calculen la suma
t(n) =142+ --- + n. Para la version recursiva observa que si n > 0 entonces
t(n) =n+t(n—1).

@ Escribe funciones iterativa y recursiva int suma(int n, int a[]) que calculen la
suma s(n) = ap + ar + -+ + ap—1.
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Calculo de potencias

Definiciones

Iterativa

n veces
Usualmente se define f(x, n) = x" como el producto - x -+ x - X.
Recursiva
n— 1 veces
. . —
Si nos damos cuenta que la primera parte de ese productoes f(x,n—1) = X-x---x

bl

entonces también podemos definir la exponenciacion recursivamente de esta manera:

f(x,n) = { ! si n = 0 (caso base)

x - f(x,n—1) sin> 0 (caso recursivo)

o (=
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Calculo de potencias
Ejemplo y arbol de recursion

f(273) 'f(za 2) f(2, 3) = 2-f(2, 2) (273)
<2 f(2,71)

-2-2-1(2,0)

.2.2.1
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Calculo de potencias
Ejemplo y arbol de recursion

£(2,3) 2-£(2,2) £(2,3) =2-£(2,2) (2,3)
= 2.2-f(2,1) l l
= 2-2-2-£(2,0)

— 9.9.9.° f(2,2) =2-£(2,1) (2,2)
= 2.2.2

= 2.4

= 8
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Calculo de potencias
Ejemplo y arbol de recursion

f(27 3) 'f(za 2) f(2, 3) — 'f(zv 2) (27 3)

-2-f(2,1) l JV
-2-2-1(2,0)
.2.2.1 f(2,2):2~f(271) (2,2)

| |

4 f(271):2'f(270) (271)
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Calculo de potencias
Ejemplo y arbol de recursion

f(2,3) -f(2,2) £(2,3) =2-£(2,2) (2,3)
2. f(2,1)

.22 £(2,0) \ !
.2.2.1 f(2,2):2~f(271) (2,2)

.2.2
4 f(271) :2~f(2,0) (271)

Il Il
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£(2,0) =1 (2,0)

=} F = = E DA
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Calculo de potencias

Implementacion

Usando la definiciéon recursiva

1 sin=20

f(x,n):{ x-f(x,n—1) sin>0

llegamos a esta implementacion:

double potencia(double x, int n) {

if (n == 0)
return 1.0;
else

return xxpotencia(x, n-1);
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Calculo de potencias
Ejercicios

;Cuantas llamadas recursivas hace potencia(x,n) en términos de n?

[~ |

;Cuantas multiplicaciones hace potencia(x,n) en términos de n?

=

Escribe una funcién iterativa double potencia(double x, int n).

;Cuantas multiplicaciones hace tu funcion en términos de n?

]

Escribe una nueva funcion recursiva que calcule x" basada en la siguiente idea: Si
n = 0, entonces x” = 1. Si n = 1, entonces x" = x. Si n > 2 es par, entonces
x" = (x"/?)2. Finalmente, si n > 3 es impar, entonces x" = x - (x("=1)/2)2_;Cuantas

multiplicaciones y llamadas recursivas se hacen en términos de n?

Algoritmos y estructuras de datos Recursion cisco Zaragoza
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Maximo comun divisor
Definiciones

Dados dos enteros positivos a y b, el maximo comun divisor de ay b es el entero positivo
més grande d que es divisor tanto de a como de b.

Ejemplo

Los divisores positivos de 54 son 1,2,3,6,9, 18, 27,54 y los divisores positivos de 42 son
1,2,3,6,7,14,21,42. El maximo comun divisor de 54 y 42 es 6.

Algoritmo de Euclides

Podemos calcular recursivamente el maximo comun divisor de esta manera:

[ oa si b = 0 (caso base)
f(a, b) = { f(b,amod b) si b > 0 (caso recursivo)

Algoritmos y estructuras de datos Recursion Francisco Zaragoza
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Maximo comun divisor
Ejemplo y arbol de recursion

f(54,42) = f(42,54 mod 42) £(54,42) = £(42,12) (54,42)
f(42,12)
= f(12,42mod 12)
= f(12,6)
= f(6,12mod6)
= f(6,0)
6
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Maximo comun divisor
Ejemplo y arbol de recursion

f(54,42) = f(42,54mod42) f(54,42) = f(42,12) (54, 42)
f(42, 12) l l
= f(12,42mod 12)
~ f(12,6) £(42,12) = f(12,6) (42,12)
= f(6,12mod6)
= f(67 0)
6
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Maximo comun divisor
Ejemplo y arbol de recursion

f(54,42) = f(42,54mod 42) £(54,42) = £(42,12) (54,42)

= f(42,12) l l

= £(12,42mod 12)

~ f12.6) £(42,12) = £(12,6) (42,12)
= f(6,12mod6) l l
= f(6,0) £(12,6) = £(6,0) (12,6)
= 6
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Maximo comun divisor
Ejemplo y arbol de recursion

f(54,42) = f(42,54mod42) f(54,42) = f(42,12) (54, 42)
£(42,12)
= f(12,42mod 12) ! !
~ f12.6) f(42,12) = £(12,6) (42,12)
= f(6,12mod6)
= f(6,0) £(12,6) = £(6,0) (12,6)
= 6
£(6.0) =6 (6.0)
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Maximo comun divisor

Implementacion

Usando la definiciéon recursiva

a sib=20
e = { f(b,amod b) sib>0

llegamos a esta implementacion:

int euclides(int a, int b) {

if (b == 0)
return a;
else

return euclides(b, a % b);
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Ejercicios

H Los coeficientes combinatorios C(n, m) se definen recursivamente de la siguiente
manera: Si m = 0 o m = n, entonces C(n,m) = 1. Si 0 < m < n, entonces
C(n,m) = C(n— 1,m— 1) + C(n— 1, m). Escribe una funcién recursiva
int combina(int n, int m) que calcule C(n, m). ;Cuéntas sumas hace la llamada
combina(n,m)?
También hay una féormula para los coeficientes combinatorios:
c n!
nm)=——-:.
(n, m) m!(n — m)!
Escribe una funcion iterativa que calcule C(n, m). ;Cuéntos productos hace tu
funcion?

Algoritmos y estructuras de datos Recursion Francisco Zaragoza
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Nimeros de Fibonacci
Definicion

Los nimeros de Fibonacci se definen recursivamente de esta manera:

0 si n = 0 (caso base)
f(n)=«¢ 1 si n = 1(caso base)
f(n—1)+f(n—2) sin> 1(caso recursivo)

Ejemplo

f(5) = f(4)+£(3)
= (f3) +£(2)) + (f(2) + f(1))
= (F@)+/01)) + (1) +£(0))) + ((f(1) + £(0)) + 1)
= ((F()+£(0))+ 1)+ (140)) + ((140) + 1)
(+0)+1)+(1+0)+((1+0)+1)

Algoritmos y estructuras de datos Recursion Francisco Zaragoza UAM Azcapotzalco 16/23
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Nimeros de Fibonacci
Arbol de recursién

f(5) =f(4) +f(3)
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Nimeros de Fibonacci
Arbol de recursién

f(5) =f(4) +f(3)

/

f(4)=f3)+5(2)
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Nimeros de Fibonacci
Arbol de recursién

f(5) =f(4) +f(3)

/

f(4)=r3)+f(2)

=f(2)+5(1)
v

f) =) +£(0) f(1)=1
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Nimeros de Fibonacci
Arbol de recursién

f(5) =f(4) +f(3)

f@)=s2)+£0)  f(2)=f(1) +f(0)

N\

F@) =) +50) f()=1/(0)=1 fo)=0

/

fQ)=1 fo)=o0
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Nimeros de Fibonacci
Arbol de recursién

f(5) =f(4) +f(3)

/

f(4)=r3)+f(2) f3)=r2)+£0)
f@)=s2)+£0)  f(2)=f(1) +f(0) f(2) =75(1)+£(0) f(1) =1

NN

f@) =) +f(0) fO)=15(1)=1 fo)=0 fQ)=1 f(0)=o0

/

fQ)=1 fo)=o0
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Nimeros de Fibonacci
/ | \

ANANAN
1/\0

Arbol de recursién (simplificado)
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Nimeros de Fibonacci

Implementacion
Usando la definicion recursiva

0 sin=20

f(n)=4 1 sin=1
f(n—=1)+f(n—2) sin>1

llegamos a esta implementacion:

int fibonacci(int n) {
if (n == 0)
return 0,
else if (n == 1)
return 1;
else
return fibonacci(n-1)+fibonacci(n-2);
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Nimeros de Fibonacci
Ejercicios

H Escribe una funcién iterativa que encuentre f(n) calculando de forma sucesiva
£(0), f(1),f(2), ... (Cuantas sumas hace en términos de n?

B Escribe una nueva funcion recursiva que calcule f(n) basada en la siguiente idea: Si
n = 0, entonces f(n) = 0. Si n = 1, entonces f(n) = 1. Si n > 2 es par, entonces
f(n) = f(3 +1)> = f(3 — 1)°. Finalmente, si n > 3 es impar, entonces
f(n) = f("51)2 + f(“5)% ;Cuantas llamadas recursivas se hacen en términos de n?

Los numeros de Lucas se definen como L(0) =2, L(1) =1y
L(n) = L(n— 1) + L(n— 2) para n > 2. Escribe funciones iterativa y recursiva
int lucas(int n) que calculen L(n).

Los niimeros de Pell se definen como P(0) =0, P(1) =1y
P(n) = 2P(n— 1) + P(n — 2) para n > 2. Escribe funciones iterativa y recursiva
int pell(int n) que calculen P(n).
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El juego de Nim

Definicion

En este juego se comienza con n > 1 piedras. Por turnos, dos jugadores quitan 1,2 o0 3
piedras. Gana el jugador que quita la dltima piedra.

Analisis del juego de Nim
Sin€ {1,2,3} el jugador que tiene el turno puede ganar, pues puede quitar todas las

piedras. Si n > 3 el jugador que tiene el turno puede ganar si y sélo si el otro jugador no
puede ganar con algunade n— 1, n — 2 o n — 3 piedras.

Funcion de Nim
Sea f(n) verdadero si el jugador que tiene el turno puede ganar con n piedras:

F(n) = verdadero si 1 < n < 3 (casos base)
= =f(n—1)Vf(n—2)V~f(n—3) sin> 3(caso recursivo)

Algoritmos y estructuras de datos Recursion Francisco Zaragoza
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El juego de Nim

Arbol de recursion

T
SN I
3v/}v\1v
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Juego de Nim

Implementacion

Usando la definiciéon recursiva

verdadero sit<n<3

f(n):{ —f(n—1)V-f(n—2)V—-f(n—3) sin>3

llegamos a esta implementacion:

int nim(int n) {

if (n == [| n == [l n == 3)
return 1;
else
return !nim(n-1) || !'nim(n-2) || !'nim(n-3);
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