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Programacion lineal
Métodos de punto interior

A diferencia del método simplex, que produce soluciones en la frontera de la region
factible, los métodos de punto interior producen soluciones en el interior de la region
factible. Asi como hay muchas variantes del método simplex, también hay muchas
variantes entre los métodos de punto interior:

Método convexo de Von Neumann Historicamente el primero (1948).

Método afin de Dikin Optimiza sobre un elipsoide interior (1967).

Método elipsoidal de Khachiyan El primero polinomial (1979).

Método proyectivo de Karmarkar Reduccion de potencial (1984).

Métodos de camino central Con barreras logaritmicas (1986).

Métodos de punto interior Método de Von Neumann Francisco Zaragoza
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John von Neumann
1903 Budapest — 1957 Washington

> Nacié Neumann Janos Lajos, nombre que cambid
primero al aristocratico hungaro margittai Neumann
Janos, posteriormente al aleman Johann von
Neumanny finalmente al inglés John von Neumann.

> Trabajo en las universidades de Berlin, Hamburgo y
Princeton y en el Proyecto Manhattan.

» Von Neumann hizo amplias contribuciones a las
matematicas, la fisica, la economia, la computacion
y la estadistica. Entre muchas otras cosas, propuso
la teoria de juegos, el teorema fuerte de dualidad en
programacion lineal, los autématas celulares, la
arquitectura de Von Neumann vy el algoritmo de
ordenamiento por mezcla.

© Copyright 2006 Los Alamos National Security, LLC

All rights reserved
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El problema del centro de gravedad

Dados n puntos Py, ..., P, en una esfera m-dimensional, se desea distribuir una masa
unitaria en esos puntos de modo que su centro de gravedad sea el centro de la esfera.

Ejemplo (Factible)

Métodos de punto interior Método de Von Neumann Francisco Zaragoza
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El problema del centro de gravedad

Ejemplo (No factible)

Dados n puntos Py, ..., P, en una esfera m-dimensional, se desea distribuir una masa
unitaria en esos puntos de modo que su centro de gravedad sea el centro de la esfera.
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El problema del centro de gravedad
Reformulacion

AN\ L LA L L AL LA L LA\ LL

desean encontrar los coeficientes xi,

Dados n puntos Py, ..., P, en la esfera unitaria m-dimensional centrada en el origen, se

con

.y Xp > 0 de una combinacion convexa tal que
xiPr+-+x,P,=0

(1)
Xp 4 xp=1.

)
Métodos de punto interior
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El problema del centro de gravedad

Formulado como un sistema lineal

Sea P la matriz de m X n cuyas n columnas son los vectores Py, ..., P,, sea x el vector
(x1,...,xn), sea 1el vector (1,...,1) y sea 0 el vector (0,...,0). Entonces, el problema
del centro de gravedad se puede formular como el sistema lineal

Px = 0 (3)
17x = 1 4)
x >0, (5)
sujeto a la condicion de que Py, ..., P, tienen norma unitaria.

Métodos de punto interior Método de Von Neumann Francisco Zaragoza
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Método de Von Neumann

Este método generara una sucesion de vectores x°, x', ... de modo que eventualmente la
sucesion b° = Px%, b' = Px', ... converjaa 0 o se detecte infactibilidad.

Inicializacién Vector x° y aproximacién b° = Px°.

Calculo de la direccion Se busca una direccion Ps de mejora.

Infactibilidad Si no hay mejora posible, el problema es infactible.

Nueva aproximacion Se calculan nuevos xkt1y pkt1 = pxk+1,
p y

Métodos de punto interior Método de Von Neumann Francisco Zaragoza
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Método de Von Neumann
Inicializacion

AN\ L LA L L AL LA L LA\ LL

Sea k < 0, sea x° > 0 cualquier vector tal que 1" x° = 1y sea b° < Px°.

Una posibilidad es elegir x° < 1; para j € {1,..., n}, lo que daria b° < P;.
Py

P

Pa
Métodos de punto interior
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Método de Von Neumann

\VAY}

AV
Calculo de la direccion

AN\ L LA L L AL LA L LA\ LL
Sea P; el vector que maximiza el angulo con b, es decir

s = argmin Pijk.
je{1,...,n}

(6)
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Método de Von Neumann
Infactibilidad

AL LA L L DN L LA LL
Sea v = P bX. Si v > 0, el problema es infactible.

P

Py

Métodos de punto interior
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Método de Von Neumann

N/
Nueva aproximacion

AN\ L LA L L AL LA L LA\ LL

Sea b**! el punto mas cercano al origen en el segmento de b* a P;. Sea k + k + 1.
Py

P

Py
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Nueva aproximacion

\VAY,
AV

Método de Von Neumann

AONINLLAXNAINLLEANINLL AN LL

VAN
AY
Ui

HWONANLL.:
1B4]I
A

Sea b*T el punto mas cercano al origen en el segmento de b* a Py, es decir
1T— v
ui — 2+ 1’
BT = AbK (1= NP,
X = Ak (1= M1,
Métodos de punto interior

@)
(®)

Método de Von Neumann

©)

Posteriormente, sea k <— k + 1y se regresa al calculo de una nueva direccion.

(10)
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Método de Von Neumann

Propiedades del calculo de una nueva direccion

Sea vy, el angulo formado por P y —b. Observa que 7, < %7’[’ siy sélosi v, < 0.
Lema (Mejora)

; 1 k-+1 P! k+1 k
Si~ys < 57, entonces b es una combinacién convexa de Py, ..., P,y ||bTT| < [[b¥|.

Lema (Infactibilidad)

Siys > %7r, entonces no hay solucién factible.

nax
Métodos de punto interior
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Método de Von Neumann

Propiedades de convergencia

Teorema (Dantzig)

Si se han completado k iteraciones, entonces ||b¥|| < ﬁ
Demostracion.

Por induccién en k > 1. Obviamente ||b'|| < ||b°|| = ||Pj|| = 1. Ahora supongamos que
|64 < L i para alguna k > 1. Como b"+1 minimiza ||AbK + (1 — A\)Ps|| con0 < X\ < 1,

entonces podemos escoger 0 < A = k+1 < 1 para obtener

k 1 2
bk+1 2 bk P 11
1671 < kr10 ke ()
1
= KB4+ || P12 + 2kRT BF). 12
G (B + AP + 247, (12)
La prueba se completa recordando que P,/ b < 0y ||| = 1. [ |
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Método de Von Neumann

AY
Propiedades de convergencia

Sea ¢ > 0. Diremos que x > 0 es una e-solucion si 17 xk = 1y v = ||b¥|| < e.
Teorema (Dantzig)

Si el problema es factible, entonces el método de Von Neumann encuentra una e-solucién en
[ %] iteraciones o menos (independientemente de n'y m).
€

Demostracion.

Es suficiente que || b¥| < ﬁ < ¢, por lo que es suficiente que k > 612

Métodos de punto interior
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Método de Von Neumann

Generalizacion

El método de Von Neumann se puede aplicar también a sistemas lineales mas generales
en los que Px = 0 se reemplaza por Ax = b. Los cambios requeridos son:

b = AxK, (13)
A —b)T(b* — b

s = argmin ( ! A) (b ), (14)
je{1,...,n} ” Y= H

ue = ||b* = b, (15)

e = (As—b)T(bX—b), (16)

|As — B> —

A = , 17

ul — 2vi + ||As — b||? (17)

B = AbK 4 (1 - M)A, (18)

X = R (1 - M1 (19)

Métodos de punto interior Método de Von Neumann Francisco Zaragoza
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Método de Von Neumann
Ejercicios

El primer ejercicio vale 4 puntos. Cada uno de los demas vale 1 punto.

H Ejecuta el método de Von Neumann con P; = (0,1), P, = (—1,0) y P; = (1,0)
comenzando con x° = (1,0,0). ;Cuantas iteraciones se necesitan para que
|b]| < €cone=10""1,10"2,10"3,10"% 107°? Sugerencia: escribe un programa.

[~

Demuestra que el valor de A calculado en (8) es correcto.

=

Demuestra el lema de mejora.

Demuestra el lema de infactibilidad.

@B B

Completa la prueba del primer teorema de Dantzig.

Modifica esa prueba para mostrar que ademas ||b*|| < —1—

Vk+1°

Demuestra que encontrar una solucién factible a un sistema lineal es equivalente a
encontrar una solucién 6ptima a un programa lineal.

H A

Métodos de punto interior Método de Von Neumann Francisco Zaragoza
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