Correctitud de algoritmos recursivos

Un algoritmo recursivo es aquél que, para calcular la respuesta de una instancia dada,
primero resuelve una o mas instancias mas faciles del mismo problema y luego usa sus resul-
tados para calcular la respuesta de la instancia original. Plantearemos un algoritmo recursivo
para exponenciaciéon de naturales.

Supongamos que queremos calcular 22°. Por supuesto, una forma de hacerlo es multiplicar
2 veinte veces por si mismo, pero hay una alternativa. ;Qué pasa si, de alguna forma, ya
supieramos cuinto vale t = 21°? En este caso, el calculo de 22° se vuelve simplemente ¢ x ¢
ya que 220 = 219 x 210 Ngtese como estamos resolviendo una instancia de exponenciacion de
naturales, usando otra instancia de exponenciacion de naturales, aunque la otra instancia se
intuye que es mas facil porque el exponente es menor. Para calcular 2'° que atin no sabemos
cudnto vale, podemos aplicar la misma idea: ;qué pasa si, de alguna forma, ya supieramos
cuanto vale ¢’ = 257 entonces 2'° es simplemente ¢’ x t'.

Si queremos volver a aplicar la idea de calcular a® usando ag, debemos tener cuidado
ahora al calcular 2°. Es cierto que 2% = 2%% x 22 pero 22 no es una instancia del problema
de exponenciaciéon de naturales y termina empeorando la situacion. En general, es mejor
auxiliarnos de calcular al3). Cuando el exponente es impar como en 2°, ahora tenemos t’ =
2125] = 22 y hay que observar que 2° = ¢’ x t” x 2. En un planteamiento recursivo correcto,
eventualmente aparecen instancias que son tan faciles de resolver que podemos (y debemos)
resolverlas directamente. Por ejemplo, 2° = 1 y no tiene caso aplicar recursiéon. A estas
instancias se les denomina casos base. El algoritmo recursivo para exponenciaciéon natural es:

subrutina ExponenciaciéonNatural(natural a, natural b)
sib=10
regresa 1
sino
t + ExponenciacionNatural(a, [2])
sit es par
regresa t X ¢
sino
regresat Xt X a

Aunque la intuicion nos diga que el algoritmo anterior esta bien, lo demostraremos for-
malmente. La demostracion de correctitud de algoritmos recursivos suele ser sencilla porque
es una aplicacion directa de inducciéon matematica. En induccién matemética, partimos de
un primer caso que es correcto y luego demostramos simboélicamente que los siguientes casos
también lo son. Dado que en la funcién anterior el inico valor que cambia durante la recursién
es el exponente b, haremos inducciéon sobre b. Por simplicidad notacional, en la demostracion
nos referiremos a la funcién de exponenciacion natural como f.

Demostracién. Primero probaremos que f(a,0) es correcto. Sabemos que a” es 1 y vemos que
el algoritmo regresa 1 cuando b = 0, por lo que el caso base es correcto. Ahora supondremos



que f(a, b) es correcto para toda 0 < b’ < by demostraremos que f(a, b) es correcto. Dado que
el algoritmo se comporta de forma distinta cuando b es par que cuando no lo es, necesitamos
manejar dos casos:

= Si b es par, entonces b = 2k. Dado que b > 0 entonces 0 < k < b. El exponente que usamos
en la recursion es |2] = |2 = k. Por la hipétesis de induccion, ¢ = f(a, k) = o*. El
algoritmo regresa t x t = a* x a* = a®* = a®, por lo que el algoritmo es correcto en este

Caso.

= Si b es impar, entonces b = 2k + 1. Dado que b > 0 entonces 0 < k < b. El exponente que
usamos en la recursion es [ 2] = | 225 | = k. Por la hip6tesis de induccion, ¢ = f(a, k) = a*.
El algoritmo regresa t x t x a = a* x a¥ x a = a®*T! = a’, por lo que el algoritmo es correcto
en este caso.

]

Otro ejemplo que trabajaremos es el del coeficiente binomial. El coeficiente binomial (Z) es
la cantidad de combinaciones que se pueden formar escogiendo k objetos de los n disponibles.
El coeficiente binomial estd definido para enteros 0 < k£ < n y la formula mas conocida
es Wlk), Sin embargo, nosotros presentaremos un planteamiento recursivo para calcular
(Z) y demostraremos que es correcto. Al igual que el ejemplo anterior, en la demostracion
denotaremos como f a la funcién recursiva propuesta.

subrutina CoeficienteBinomial(natural n, natural k)
sik=0o0k=n
regresa 1
sino
regresa CoeficienteBinomial(n — 1, k) + CoeficienteBinomial(n — 1,k — 1)

Demostracion. Primero probaremos que f(n,0) y f(n,n) son correctos. Cuando k = 0 en-

n! _ _nl : _ n! _ _nl :
tonces Fn R = Oi(ny1 dUC €8 igual a 1. Cuando k = n entonces k!(n_]?! = oy due es igual
a 1. Como el algoritmo regresa 1 en ambos casos, los casos bases de algoritmo recursivo son

correctos.

Ahora supondremos que f(n', k') es correcto para toda 0 < k' < n’ < n y demostraremos
que f(n, k) es correcto. Los casos de k = 0 y k = n estan cubiertos por los casos bases, por
lo que falta demostrar el caso donde 0 < k < n. Si k < n entonces k < n’ por la hipotesis de
induccion. También por la hipotesis de induccion tenemos lo siguiente:

(n—1)! o (n=1)!

Jn = 1k) = H(n—1)—k)! kKn—Fk—1)

(n—1)! B (n—1)!
k=D (n—1)—(k—=1)  (k—1)(n—k)!

fln—=1,k—-1)=



La suma de las dos expresiones es

(n—1)! (n—1)!
Kln—k—1)!  (k—1!(n—k)!

(n—1)! 11
T oD —k—1) (E*ﬂ)

)

(n—1)! ((n—k)—l—(k))
(k=1 (n—Fk—1)! k(n — k)
(
)

fin—L1Lk)+fn—1,k—1)=

n!
 kl(n—k)!
por lo que f(n —1,k) + f(n— 1,k — 1) = (}), lo que concluye la demostracion. O

Usareos induccion matematica repetidamente durante el curso. Su aplicaciéon en la de-
mostracion de correctitud de algoritmos recursivos es practicamente directa. Sin embargo,
demostrar la correctitud de algoritmos iterativos es méas complicado.

Correctitud de algoritmos iterativos

Un algoritmo iterativo es aquél que usa ciclos. El gran inconveniente que existe al de-
mostrar la correctitud de algoritmos iterativos es que las variables pueden cambiar su valor
conforme se itera. Esto nos obliga a hacer las siguientes preguntas:

= ;Cuanto valen las variables antes de examinar la condiciéon del ciclo por primera vez?
» ;Como cambian los valores de las variables cuando pasamos de una iteraciéon a otra?
s ; Cuanto valen las variables al terminar el ciclo?

Si intentamos responder estas preguntas, podremos proponer las propiedades algoritmicas
que se cumplen durante la ejecucion del ciclo, las cuales se denominan invariantes. Las inva-
riantes que propongamos deben servirnos para demostrar la correctitud del algoritmo y las
demostraremos a su vez mediante expresiones matematicas que estén respaldadas por lo que
el algoritmo hace.

Nos limitaremos a demostrar la correctitud de algoritmos con s6lo un ciclo mientras,
donde el ciclo debe acabar normalmente mediante la condicién de control y donde ademés
casi todo el trabajo del algoritmo se realiza dentro del ciclo. Si necesitaramos demostrar la
correctitud de algoritmos con mas de un ciclo o con ciclos anidados, lo mas seguro es que
necesitemos realizar miiltiples demostraciones y luego usar sus resultados como partes de una
demostracion mayor.



Consideremos una variable x que estd declarada antes del ciclo y que potencialmente
cambia su valor durante el ciclo. Observemos que si el ciclo realiza n iteraciones, entonces la
condicién del ciclo se evalua n+ 1 veces y es falsa durante la ultima evaluacion. Denotaremos
como x; al valor de x donde la t-ésima evaluacion de la condicién del ciclo, comenzando por
t = 0. Esto quiere decir que xy corresponde con el valor de x al examinar la condicién del
ciclo la primera vez y x, es el valor de x cuando termina el ciclo. La demostracion de las
invariantes que propongamos la haremos por inducciéon sobre t.

Primero probaremos que el siguiente algoritmo regresa a — b para a,b > 0.

subrutina RestaNatural(natural a, natural b)
mientras b > 0

a+—a—1
b+—b—-1
regresa a

La intuicién nos dice que a se decrementa iteracién tras iteraciéon hasta alcanzar el valor
de la respuesta. La cantidad de decrementos en a debe depender de la cantidad de iteraciones
hechas. La intuicion también nos dice que lo que evita que a se decremente de mas es que b
eventualmente llega a 0 y detiene el ciclo.

Demostracion. Propondremos las invariantes a; = a —t y by = b — t. Sabemos que ay = a,
by = b y verificamos las invariantes ag = a — 0 =a y by = b — 0 = b, por lo que éstas son
correctas inicialmente. Ahora supondremos que las invariantes son correctas para 0 <t—1y
demostraremos que también lo son para t (esto implica que la condicion del ciclo fue cierta en
t—1). Por la hipotesis de induccion, a; 1 =a—(t—1) =a—t+1y b1 =b—(t—1) = b—t+1.
Los pasos realizados dentro del ciclo son a; = a;_1 — 1y b; = b;_1 — 1. Desarrollando tenemos
ag=a—t+1—1=a—-tyb=b—t+1—1=>b—t, por lo que las invariantes son correctas.
El valor de b; se decrementa de uno en uno ya que by — b1 = (b—t) — (b—(t — 1)) = —1,
por lo que el ciclo termina cuando by = 0. Por la invariante tenemos que ¢’ = b. El algoritmo
regresa a, = a — b por lo que es correcto. O

Ahora demostraremos que el siguiente algoritmo regresa » . i para n > 0.

subrutina Sumatoria(natural n)
r<0, k<1
mientras k <n
r<r+k
k< k+1
regresa r

La intuicién nos dice que k se incrementa iteracion tras iteraciéon hasta que el ciclo se
. , . . n .
detiene, por lo que ésta debe jugar el rol de ¢ en ) ", i. Con respecto a r que aumenta en k



en cada iteracion, debe ser cierto que el primer valor que sumamos es £k = 1 y el ultimo es

k =n.

Demostracion. Propondremos las invariantes r; = Z:Zli y k; =t + 1. Sabemos que 75 = 0,
ko = 1 y verificamos las invariantes rq = Z?le' =0y ko =0+1=1, por lo que éstas son
correctas inicialmente. Ahora supondremos que las invariantes son correctas para 0 < ¢ — 1
y demostraremos que también lo son para ¢ (esto implica que la condicion del ciclo fue cierta
en t — 1). Por la hipotesis de induccion, r,_y = Zf;iz y ki1 = (t —1) + 1 = t. Los pasos
realizados dentro del ciclo son r, = r,_1 + ki1 y ki = k;—1 + 1. Desarrollando tenemos
ry = Ef: 1+t = ZE:N y ks =1t 4+ 1, por lo que las invariantes son correctas. El valor de k;
se incrementa de uno en uno ya que k;—k; 1 = t+1—t = 1, por lo que el ciclo termina cuando
ky = n + 1. Por la invariante tenemos que ¢’ = n. El algoritmo regresa r, = > . | i. O



